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浙江大学《线性代数（甲）》历年秋冬学期期中试题解析 2025–2026 秋冬学期

浙江大学

《线性代数（甲）》

2025–2026 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

填空题（85 分）

1. 已知非齐次线性方程组 
x1 + x2 + x3 + x4 = −1,

4x1 + 3x2 + 5x3 − x4 = −1,

px1 + x2 + 3x3 − qx4 = 1

有解，且通解中有 2 个任意常数，则 p = ，q = ，方程组的系数矩阵

的秩 r = ，通解为 。

解 记系数矩阵的三个行向量为 r1, r2, r3。未知数共 4 个，通解含 2 个任意常数，说明解空间的维

数（即零空间的维数）为 2；由秩－零化度定理

r + 2 = 4 =⇒ r = 2.

又

∣∣∣∣∣1 1

4 3

∣∣∣∣∣ = 3− 4 = −1 6= 0，故 r1, r2 线性无关。秩为 2 的三个行向量中 r3 必是 r1, r2 的线性组

合，设

r3 = λr1 + µr2.

比较第 2, 3 个坐标：λ+ 3µ = 1，λ+ 5µ = 3，相减得 2µ = 2，故 µ = 1，再代回得 λ = −2。于是

p = λ+ 4µ = −2 + 4 = 2, −q = λ− µ = −2− 1 = −3 =⇒ q = 3.

此时第三式的右端由方程组自洽给出为 λ · (−1) + µ · (−1) = 2− 1 = 1，恰等于题给右端 1，故有

解且增广矩阵的秩也为 2。注意 (p, q) 是被“秩为 2”与“有解”两条要求共同锁定的唯一取值。

取 x3, x4 为自由未知量。前两个方程为

x1 + x2 = −1− x3 − x4, 4x1 + 3x2 = −1− 5x3 + x4.

第一式乘 4 后减去第二式得 x2 = −3 + x3 − 5x4，再代回第一式得 x1 = 2− 2x3 + 4x4。

答案 p = 2，q = 3，r = 2，通解为 X =


2

−3
0

0

+ t1


−2
1

1

0

+ t2


4

−5
0

1

，t1, t2 ∈ R。
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2. 设

A =


1 1 1

1 0 2

4 4 a2 + 3

 , B =


1 0 1

1 3 3

a+ 3 1− a a2 + 3


则当 a = 时，矩阵 A 和 B 不相抵（或不等价）；当 a = 时，矩阵

A 和 B 的秩都是 2；当矩阵 A 和 B 的秩都是 3 时，x1 = ，x2 = ，

x3 = 满足 A


x1

x2

x3

 =


1

3

a2 + 3

。

解 两矩阵相抵（等价）当且仅当秩相等，故先算两个行列式并定秩。按第一行展开得

|A| = −(a− 1)(a+ 1) = 1− a2, |B| = (a− 1)(3a+ 2).

秩的分布。r(A) = 3 当 a 6= ±1；a = 1 时 A 的第三行 (4, 4, 4) 是第一行 (1, 1, 1) 的 4 倍，

a = −1 时第三行也是 (4, 4, 4)，故两种情形下都是 r(A) ≤ 2；而 A 的前两行 (1, 1, 1)、(1, 0, 2) 线

性无关（

∣∣∣∣∣1 1

1 0

∣∣∣∣∣ = −1 6= 0），故这两种情形下都是 r(A) = 2。r(B) = 3 当 a 6= 1,−2

3
；a = 1 时 B

的第三行 (4, 0, 4) 是第一行 (1, 0, 1) 的 4 倍，a = −2

3
时 |B| = 0，故这两种情形下都是 r(B) ≤ 2；

而 B 的前两行 (1, 0, 1)、(1, 3, 3) 线性无关（

∣∣∣∣∣1 0

1 3

∣∣∣∣∣ = 3 6= 0），故这两种情形下都是 r(B) = 2。逐

值比较：

(1) a = 1：r(A) = r(B) = 2；

(2) a = −1：r(A) = 2 6= 3 = r(B)；

(3) a = −2

3
：r(A) = 3 6= 2 = r(B)；

(4) 其余 a：r(A) = r(B) = 3。

所以不相抵只可能发生在 (2)(3)，即 a = −1 或 a = −2

3
；秩同为 2 只在 (1)，即 a = 1。

解方程。第 (4) 种情形下 r(A) = 3，|A| 6= 0，解唯一。直接代入 X = (1,−1, 1)T：

A


1

−1
1

 =


1− 1 + 1

1 + 0 + 2

4− 4 + a2 + 3

 =


1

3

a2 + 3

 ,

故 x1 = 1，x2 = −1，x3 = 1。

答案 a = −1 或 a = −2

3
时 A,B 不相抵；a = 1 时二者的秩都是 2；秩都是 3 时 x1 = 1，x2 = −1，

x3 = 1。
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3. 若 A11 = 1，A21 = 1，A31 = 1，A41 = 1 是行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 s t u

1 v w x

1 y z j

1 k h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的第一列相应元素的代数余子式，则 D = 。

解 由展开定理，D 按第一列展开为

D = a11A11 + a21A21 + a31A31 + a41A41.

本题第一列的元素全为 1，即 a11 = a21 = a31 = a41 = 1，而题设又给出 A11 = A21 = A31 = A41 =

1，故直接得

D = 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 = 4.

一般地，Ai1 与第一列的元素无关，所以
4∑

i=1

ciAi1 等于把 D 的第一列换成 (c1, c2, c3, c4)
T 后所得

的行列式。本题取 ci = 1 时换出的列恰是原来的全 1 列，该行列式就是 D，两种算法给出同一结

果。

答案 D = 4。

4. 设 A11 = −8，A12 = 0，A13 = 4，A14 = −4 是行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d

x −1 0 z + 1

1 −2 x+ 3 0

−2 x+ 1 0 z + 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
的第一行相应元素的代数余子式，则 x = ，z = 。

解 第一行元素 a, b, c, d 可以是任意的，A1j 与它们无关，只由去掉第一行后剩下的 3 阶子式决定，

x, z 也正是出现在这三行里。按代数余子式的定义逐项展开（(1, j) 元带符号 (−1)1+j）：

A11 = −(x+ 3)(xz + x+ 2z + 4), A12 = −(x+ 3)(xz + 3x+ 2z + 2),

A13 = −xz − 5x− 2z, A14 = (x− 1)(x+ 2)(x+ 3).

同一组 x, z 必须同时满足四个给定值。先看 A14：由 (x− 1)(x+2)(x+3) = −4，若 x = −3 则左

端为 0，矛盾，故 x 6= −3；于是 A12 = 0 可约去因子 x+ 3，化为

xz + 3x+ 2z + 2 = 0.

又 A13 = 4 即 xz + 5x+ 2z = −4。两式相减得 2x = −2，故 x = −1；代回 xz + 3x+ 2z + 2 = 0

得 −z − 3 + 2z + 2 = 0，即 z = 1。

回代检验：A11 = −(2)(−1− 1 + 2 + 4) = −8，A14 = (−2)(1)(2) = −4，与题设相符。

答案 x = −1，z = 1。

注 不要试图用 D =
∑

j a1jA1j 去定 x, z——第一行是任意的，这条路走不通；正确的入口是“子式与第一

行无关”以及同一组 x, z 要让四个值同时成立。
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浙江大学《线性代数（甲）》历年秋冬学期期中试题解析 2025–2026 秋冬学期

5. 设

A∗ =


1 0 2 0

0 1 2 5

0 0 1 0

0 0 0 x


是矩阵 A 的伴随矩阵，则当 x 时，矩阵 A 可逆，且 |A| = 。

解 A∗ 是上三角矩阵，其行列式等于对角元之积：

|A∗| = 1 · 1 · 1 · x = x.

对 n = 4 阶矩阵有伴随矩阵的行列式公式 |A∗| = |A|n−1 = |A|3，于是

|A|3 = x.

又 n ≥ 2 时 A 可逆当且仅当 A∗ 可逆：A 可逆时 A∗ = |A|A−1 可逆；反之若 A 不可逆则 |A| = 0，

从而 |A∗| = |A|n−1 = 0，A∗ 不可逆。故

A 可逆 ⇐⇒ |A∗| 6= 0 ⇐⇒ x 6= 0.

当 x 6= 0 时由 |A|3 = x 得 |A| = 3
√
x（实数的立方根唯一）。若 x = 0，则 |A| = 0，A 不可逆，两

种说法一致。

答案 当 x 6= 0 时矩阵 A 可逆；此时 |A| = 3
√
x。

注 |A∗| 是 x 的一次式，而 |A∗| = |A|n−1 中的指数是 n− 1 = 3 不是 n，把 |A| 写成 4
√
x 是常见错误。

6. 设

A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 , P =


1 0 0

0 1 0

2 0 1

 , Q =


0 0 1

0 1 0

1 0 0


则 PAQ2025 = ，P 1025AQ1000 = 。

解 P 是初等矩阵，作用为“第 3 行加上第 1 行的 2 倍”，即左乘 P 实施 R3 ← R3 + 2R1；Q 是交

换第 1, 3 行（同时交换第 1, 3 列）的置换矩阵，满足

Q2 = E =⇒ Q2k+1 = Q, Q2k = E (k ≥ 0),

即 Q 的奇数次幂为 Q、偶数次幂为 E。2025 为奇数、1000 为偶数，故 Q2025 = Q，Q1000 = E。

先算 PA：只动第三行，

PA =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 + 2a11 a32 + 2a12 a33 + 2a13

 .

右乘 Q2025 = Q 即交换第 1, 3 列，得

PAQ2025 =


a13 a12 a11

a23 a22 a21

a33 + 2a13 a32 + 2a12 a31 + 2a11

 .
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再算 P 1025。记 E31 为仅 (3, 1) 元为 1、其余为 0 的矩阵，则 P = E +2E31，且 E2
31 = O，故

二项式展开只剩前两项：

P k = (E + 2E31)
k = E + 2kE31 (k ≥ 1),

即 P k 总是“第 3 行加上第 1 行的 2k 倍”；取 k = 1025 得系数 2050。又 Q1000 = E，于是

P 1025AQ1000 = P 1025A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 + 2050a11 a32 + 2050a12 a33 + 2050a13

 .

答案 PAQ2025 =


a13 a12 a11

a23 a22 a21

a33 + 2a13 a32 + 2a12 a31 + 2a11

，

P 1025AQ1000 =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 + 2050a11 a32 + 2050a12 a33 + 2050a13

。

7. 矩阵被称为是一个置换矩阵，如果它是由单位矩阵 E 经过一系列的列和行的互换所得。假设矩

阵 A 是置换矩阵，则 ATA = 。

解 置换矩阵由 E 经行、列互换得到，故它每行、每列恰有一个 1，其余元素为 0。于是 A 的列向

量是某个排列下的标准单位向量

A = (ep1 ep2 · · · epn),

其中 p1, . . . , pn 是 1, . . . , n 的一个排列。由 (ATA)ij 等于 A 的第 i 列与第 j 列的内积，

(ATA)ij = eTpiepj = δij =

1, i = j,

0, i 6= j,

故 ATA = E。几何上这正说明 A 的列是一组标准正交基，A 是正交矩阵。

答案 ATA = E。

证明题（15 分）

8. 设 n 阶矩阵 A =


a1

a2
...
an


(
b1 b2 · · · bn

)
，如果 a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn = 1，证明 A2 = A。

解 记 α = (a1, a2, . . . , an)
T，β = (b1, b2, . . . , bn)

T，则 A = αβT，题设即

βTα = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn = 1.

由矩阵乘法的结合律

A2 = (αβT )(αβT ) = α
(
βTα

)
βT .

5
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其中 βTα 是 1× 1 的数，可以与向量交换次序提到最前面，故

A2 =
(
βTα

)
αβT = 1 ·A = A.

9. 设 A,B,C 为 n 阶方阵满足 r(A) < r(C) ≤ n，且 BC = 0。证明存在非零的矩阵 X 满足

AX = BX。

解 由 BC = 0，对每个 j = 1, . . . , n 都有

B(Cej) = (BC)ej = 0,

即 C 的每一列都是齐次方程组 BX = 0 的解。因此 C 的列空间含于 kerB：

Col(C) ⊆ kerB =⇒ dim kerB ≥ dim Col(C) = r(C).

再由秩－零化度定理，dim kerA = n− r(A)。结合 r(A) < r(C) 得

dim kerA = n− r(A) > n− r(C) ≥ n− dim kerB,

即 dim kerA+ dim kerB > n。kerA 与 kerB 都是 Rn 的子空间，由维数公式

dim(kerA∩ kerB) = dim kerA+dim kerB−dim(kerA+ kerB) ≥ dim kerA+dim kerB−n > 0.

故 kerA ∩ kerB 中含非零向量 X0，它满足 AX0 = 0 且 BX0 = 0，从而 AX0 = BX0。取 n 阶矩

阵 X = (X0, 0, . . . , 0)（只有第一列为 X0，其余列为零），则 X 6= O 且

AX = BX = 0.

注 关键在于把“BC = 0”翻译成“C 的列都在 kerB 里”，于是 dim kerB ≥ r(C) > r(A) = n− dim kerA；条

件 r(A) < r(C) 的作用正是把两个零空间的维数之和顶过 n，从而交集非零。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2024–2025 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1. 设矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 −3 0 8

，且 ABA−1 = BA−1 + 3E，其中 E 为单位矩阵，

求 B。

解 由伴随矩阵的基本关系 AA∗ = |A|E 得 |A∗| = |A|n−1，本题 n = 4。A∗ 是下三角矩阵，故

|A∗| = 1 · 1 · 1 · 8 = 8 = |A|3, |A| = 2,

于是 A 可逆，且 A = |A|(A∗)−1 = 2(A∗)−1。由 A∗ 的下三角形状解 A∗X = E，得

(A∗)−1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

−1 0 1 0

0 3
8 0 1

8

 , A = 2(A∗)−1 =


2 0 0 0

0 2 0 0

−2 0 2 0

0 3
4 0 1

4

 .

把 ABA−1 = BA−1 + 3E 两边右乘 A，得 AB = B + 3A，即

(A− E)B = 3A, B = 3(A− E)−1A.

而

A− E =


1 0 0 0

0 1 0 0

−2 0 1 0

0 3
4 0 −3

4

 .

逐行回代求 (A − E)−1：前两行给出 x1 = y1, x2 = y2，第三行给出 x3 = 2y1 + y3，第四行给出

x4 = y2 − 4
3y4，故

(A− E)−1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

2 0 1 0

0 1 0 −4
3

 , (A− E)−1A =


2 0 0 0

0 2 0 0

2 0 2 0

0 1 0 −1
3

 .

答案 B = 3(A− E)−1A =


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1

。
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2. 设向量组 α1 = (2,−1, 3, 4)T，α2 = (1, 1, 1, 1)T，α3 = (1, 2, 1, 1)T，α4 = (5, 3, 6, 7)T。求此向量

组的秩和一个极大线性无关组，并将其余向量用此极大线性无关组线性表示。

解 以 α1, α2, α3, α4 为列构造矩阵 A，作初等行变换化为行最简形：

A =


2 1 1 5

−1 1 2 3

3 1 1 6

4 1 1 7

→

1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 0

 .

主元出现在前三列，故 r(α1, α2, α3, α4) = 3，α1, α2, α3 线性无关，构成一个极大线性无关组；第

四列给出坐标 (1, 2, 1)T，即 α4 = α1 + 2α2 + α3。

答案 秩为 3；α1, α2, α3 是一个极大线性无关组，且 α4 = α1 + 2α2 + α3。

3. 设四元非齐次线性方程组 AX = b 的系数矩阵的秩为 3，已知 η1, η2, η3 是它的三个解向量，且

η1 = (2, 3, 4, 5)T，η2 + η3 = (1, 2, 3, 4)T，求该线性方程组的通解。

解 系数矩阵的秩 r(A) = 3，未知数个数 n = 4。由秩－零化度定理，齐次方程组 AX = θ 的解空

间维数为 4− 3 = 1。

已知 η1 是 AX = b 的解，而 η2 + η3 满足 A(η2 + η3) = b+ b = 2b，于是

A
(
2η1 − (η2 + η3)

)
= 2b− 2b = θ,

即 2η1 − (η2 + η3) 是 AX = θ 的解。又

2η1 − (η2 + η3) = 2(2, 3, 4, 5)T − (1, 2, 3, 4)T = (3, 4, 5, 6)T 6= θ,

而解空间是一维的，故 (3, 4, 5, 6)T 就是 AX = θ 的一个基础解系。取特解 η1 = (2, 3, 4, 5)T，由非

齐次方程组解的结构得通解

答案 X = (2, 3, 4, 5)T + k(3, 4, 5, 6)T，k 为任意实数。

4. 在欧氏空间中，设有两组基

(I) : ε1 = (1, 1, 1)T , ε2 = (1, 1, 0)T , ε3 = (1, 0, 0)T ;

(II) : η1 = (−5, 2, 1)T , η2 = (4,−3, 4)T , η3 = (3,−2, 2)T .

（1）求基（I）到基（II）的过渡矩阵； （2）用施密特正交化方法将基（I）改造成标准正交基。

解 记矩阵（I）为 A = (ε1, ε2, ε3)，矩阵（II）为 B = (η1, η2, η3)，过渡矩阵约定为 B = AP，即

P = A−1B。

(1) 由 A =


1 1 1

1 1 0

1 0 0

 得

A−1 =


0 0 1

0 1 −1
1 −1 0

 , P = A−1B =


0 0 1

0 1 −1
1 −1 0



−5 4 3

2 −3 −2
1 4 2

 =


1 4 2

1 −7 −4
−7 7 5

 .
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（也可把 A,B 的列按题目所给基的次序写下后直接解矩阵方程 AP = B 验证。）

(2) 用施密特正交化。取 v1 = ε1 = (1, 1, 1)T，则

v2 = ε2 −
(ε2, v1)

(v1, v1)
v1 = (1, 1, 0)T − 2

3
(1, 1, 1)T =

(1
3
,
1

3
,−2

3

)T
,

v3 = ε3 −
(ε3, v1)

(v1, v1)
v1 −

(ε3, v2)

(v2, v2)
v2 = (1, 0, 0)T − 1

3
(1, 1, 1)T − 1

2

(1
3
,
1

3
,−2

3

)T
=
(1
2
,−1

2
, 0
)T

,

这里 (ε3, v1) = 1，(ε3, v2) =
1
3，(v2, v2) =

2
3。再单位化（|v1| =

√
3，|v2| =

√
6
3 ，|v3| =

√
2
2 ）：

u1 =
1√
3


1

1

1

 , u2 =
1√
6


1

1

−2

 , u3 =
1√
2


1

−1
0

 .

答案 (1) P =


1 4 2

1 −7 −4
−7 7 5

；(2) u1 =
1√
3
(1, 1, 1)T，u2 =

1√
6
(1, 1,−2)T，u3 =

1√
2
(1,−1, 0)T。

5. （1）试证明：n 阶反对称矩阵可逆的必要条件是 n 为偶数； （2）该条件是充分条件吗？为

什么？

解 (1) 设 A 为 n 阶反对称矩阵，即 AT = −A。由行列式转置不变，并对每行提出因子 −1，

|A| = |AT | = | −A| = (−1)n|A|.

若 n 为奇数，则 |A| = −|A|，即 2|A| = 0，故 |A| = 0，A 不可逆；所以 A 可逆的必要条件是 n

为偶数。

(2) 不是充分条件。n 为偶数时仍存在不可逆的反对称矩阵，例如 n 阶零矩阵 O 满足 OT =

−O，但 |O| = 0，不可逆。

答案 (1) 已证；(2) 不是充分条件，零矩阵（n 为偶数）即为反例。

6. 解矩阵方程 AX = A+ 2X，其中 A =


4 2 3

1 1 0

−1 2 3

。

解 由 AX = A+ 2X 得 (A− 2E)X = A。先算

A− 2E =


2 2 3

1 −1 0

−1 2 1

 , |A− 2E| = 2 · (−1)− 2 · 1 + 3 · 1 = −1 6= 0,

故 A− 2E 可逆。用伴随矩阵求逆，得

(A− 2E)−1 =


1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4

 .
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于是

X = (A− 2E)−1A =


1 −4 −3
1 −5 −3
−1 6 4




4 2 3

1 1 0

−1 2 3

 =


3 −8 −6
2 −9 −6
−2 12 9

 .

答案 X =


3 −8 −6
2 −9 −6
−2 12 9

（代回即得 (A− 2E)X = A）。

7. 求下列向量组的秩和一个极大线性无关组

α1 = (6, 4, 1,−1, 2), α2 = (1, 0, 2, 3,−4),

α3 = (1, 4,−9,−16, 22), α4 = (7, 1, 0,−1, 3).

解 以 α1, α2, α3, α4 为列构造 5× 4 矩阵，作初等行变换：

6 1 1 7

4 0 4 1

1 2 −9 0

−1 3 −16 −1
2 −4 22 3


→



1 0 1 0

0 1 −5 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0


.

主元出现在第 1, 2, 4 列，故向量组的秩为 3，α1, α2, α4 线性无关，是一个极大线性无关组。（第 3

列同时给出 α3 = α1 − 5α2，可见不取 α3。）

答案 秩为 3；α1, α2, α4 是一个极大线性无关组。

8. 在线性空间 P 3 中，设有两组基

(I) : ε1 = (1, 2, 1)T , ε2 = (2, 3, 3)T , ε3 = (3, 7, 1)T ;

(II) : β1 = (3, 1, 4)T , β2 = (5, 2, 1)T , β3 = (1, 1,−6)T .

（1）求基（I）到基（II）的过渡矩阵；（2）若向量 α 在基（I）下的坐标为 X = (0, 1,−1)T，求 α

在基（II）下的坐标。

解 记 A = (ε1, ε2, ε3)，B = (β1, β2, β3)，过渡矩阵约定为 B = AP，即 P = A−1B。

(1) 按题目所给基的次序把列写好：

A =


1 2 3

2 3 7

1 3 1

 , B =


3 5 1

1 2 1

4 1 −6

 .

由 |A| = 1 6= 0 知 A 可逆；解矩阵方程 AP = B（或求 A−1B）得

P = A−1B =


−27 −71 −41
9 20 9

4 12 8

 .
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(2) α 在基（I）下的坐标为 X = (0, 1,−1)T，故

α = AX = 0 · ε1 + ε2 − ε3 = (2, 3, 3)T − (3, 7, 1)T = (−1,−4, 2)T .

设 α 在基（II）下的坐标为 Y = (y1, y2, y3)
T，则 BY = α，即

3y1 + 5y2 + y3 = −1,

y1 + 2y2 + y3 = −4,

4y1 + y2 − 6y3 = 2.

解得 y1 = −
105

4
，y2 =

37

2
，y3 = −

59

4
。

答案 (1) P =


−27 −71 −41
9 20 9

4 12 8

；(2) Y =
(
−105

4
,
37

2
, −59

4

)T
。

9. 设 α = (a1, a2)，β = (b1, b2) 为二阶实空间 R2 中的任意两个向量，问：R2 对以下所规定的内

积是否构成欧氏空间？

(1) (α, β) = a1b2 + a2b1；

(2) (α, β) = (a1 + a2)b1 + (a1 + 2a2)b2。

解 (1) (α, β) = a1b2 + a2b1 关于 α, β 对称（a1b2 + a2b1 = b1a2 + b2a1），且对每个变元都是线性

的，但正定性不成立：取 α = (1,−1)，则

(α, α) = 1 · (−1) + (−1) · 1 = −2 < 0,

不满足内积公理中 (α, α) > 0（对 α 6= θ）。故它不构成 R2 上的内积，R2 对它不构成欧氏空间。

(2) 记 (α, β) = (a1 + a2)b1 + (a1 + 2a2)b2，逐条验证内积公理。

对称性：(β, α) = (b1 + b2)a1 + (b1 + 2b2)a2 = a1b1 + a1b2 + a2b1 + 2a2b2，与 (α, β) = a1b1 +

a2b1 + a1b2 + 2a2b2 相同。

线性性：对实数 c，(cα, β) = c(α, β)；对 γ = (c1, c2) 直接相加得 (α+ γ, β) = (α, β) + (γ, β)，

即对第一个变元线性，配合对称性知双线性。

正定性：(α, α) = a21 + 2a1a2 + 2a22，其二次型矩阵为

(
1 1

1 2

)
，特征值

3±
√
5

2
均为正（顺序

主子式 ∆1 = 1、∆2 = 1 也都大于零），故二次型正定：(α, α) ≥ 0，且等号仅在 α = θ 时成立。

所以 (2) 是内积，R2 对它构成欧氏空间。

答案 (1) 不构成内积（正定性不成立，反例 α = (1,−1) 时 (α, α) = −2）；(2) 构成内积。

注 对称性与线性性只是内积的前两条公理，正定性必须单独验：二次型矩阵正定等价于各阶顺序主子式全

正（或特征值全正），而不能只看 (α, α) 在个别向量上为正。

10. 设 β1 = α2 + α3 + · · ·+ αm，β2 = α1 + α3 + · · ·+ αm，· · ·，βm = α1 + α2 + · · ·+ αm−1，其

中 m > 1。证明：向量组 β1, β2, · · · , βm 与 α1, α2, · · · , αm 有相同的秩。
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解 令 S = α1 + α2 + · · ·+ αm，则题设的每个 βi 可写成

βi = S − αi (i = 1, 2, · · · ,m),

于是每个 βi 都可由 α1, · · · , αm 线性表示，即 span{β1, · · · , βm} ⊆ span{α1, · · · , αm}。
反过来，把诸 β 相加：

m∑
i=1

βi =

m∑
i=1

(S − αi) = mS − S = (m− 1)S.

因 m > 1，有 S =
1

m− 1

m∑
i=1

βi，从而

αi = S − βi =
1

m− 1

m∑
j=1

βj − βi (i = 1, · · · ,m),

即每个 αi 也可由 β1, · · · , βm 线性表示，反向包含也成立。两组向量张成同一子空间，故 β1, · · · , βm
与 α1, · · · , αm 有相同的秩。

11. 设 A,B 均为 n 阶可逆方阵，证明：如果 A+B 可逆，则 A−1 +B−1 也可逆，并求其逆方阵。

解 由可逆矩阵的运算性质，

A−1 +B−1 = A−1(A+B)B−1,

因为 A−1(A+B)B−1 = A−1AB−1 +A−1BB−1 = B−1 +A−1。

因 A,B 可逆，A−1, B−1 都存在；又题设 A+B 可逆，故 A−1+B−1 是三个可逆矩阵的乘积，

必可逆，且

(A−1 +B−1)−1 =
(
A−1(A+B)B−1

)−1
= B(A+B)−1A.

答案 A−1 +B−1 可逆，且 (A−1 +B−1)−1 = B(A+B)−1A。

12. 解线性方程组 

x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

2x1 + x2 − 6x3 + 4x4 = −1,

3x1 + 2x2 − 8x3 + 7x4 = −1,

x1 − x2 − 6x3 − x4 = −2.

解 写出增广矩阵，作初等行变换化为行最简形：
1 1 −2 3 0

2 1 −6 4 −1
3 2 −8 7 −1
1 −1 −6 −1 −2

→


1 0 −4 1 −1
0 1 2 2 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 .

可见 r(A) = r(Ā) = 2 < 4，方程组有无穷多解，且同解方程组为

x1 − 4x3 + x4 = −1, x2 + 2x3 + 2x4 = 1.

取 x3 = s, x4 = t 为自由未知量，则 x1 = −1 + 4s− t，x2 = 1− 2s− 2t。

答案 (x1, x2, x3, x4) = (−1 + 4s− t, 1− 2s− 2t, s, t)，s, t 为任意实数。
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13. 计算下列行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x 1 1 1

1 1− x 1 1

1 1 1 + y 1

1 1 1 1− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 记 J 为全 1 矩阵，D = diag(x,−x, y,−y)，则待求行列式的矩阵为 J + D，其中 J = 11T，

1 = (1, 1, 1, 1)T。且

|D| = x · (−x) · y · (−y) = x2y2.

当 xy 6= 0 时 D 可逆，由矩阵行列式引理

|D + 11T | = |D|
(
1 + 1TD−11

)
,

而

1TD−11 =
1

x
− 1

x
+

1

y
− 1

y
= 0,

故当 xy 6= 0 时行列式 = x2y2。等式两端都是 x, y 的多项式，在 xy 6= 0 上相等，故对 xy = 0 也

相等（此时两端同为 0）。

答案 x2y2。

14. 计算下列行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n

2 3 4 · · · 1

3 4 5 · · · 2
...

...
...

...
n 1 2 · · · n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 记该 n 阶行列式为 Dn。它的每行元素之和都是 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
。把第 2, · · · , n 列

都加到第 1 列，再提出第 1 列的公因子：

Dn =
n(n+ 1)

2
|N |, N =



1 2 3 · · · n

1 3 4 · · · 1

1 4 5 · · · 2
...

...
...

...
1 1 2 · · · n− 1


,

即 N 的第 1 列全为 1，其余各列与原行列式相同。

作行变换 Ri ← Ri − R1（i = 2, · · · , n），再按第 1 列展开。余下的 n − 1 阶行列式 C 的第

i− 1 行（i = 2, · · · , n，列取自原第 2, · · · , n 列）形如

(i− 1, · · · , i− 1︸ ︷︷ ︸
n−i 个

, i− 1− n, · · · , i− 1− n︸ ︷︷ ︸
i−1 个

).

即第 i− 1 行的元素恰在第 n− i 列与第 n− i+ 1 列之间从 i− 1 跳到 i− 1− n。
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再作列变换 Cj ← Cj − Cj+1（j = 1, · · · , n− 2），由上述跳变位置可知：第 j 列（j ≤ n− 2）

只有第 n− 1− j 行的元素为 n，其余全为 0；而末行化为 (0, · · · , 0,−1)。于是前 n− 2 列构成一

个反序排列阵的 n 倍，末行只剩 −1，故

|C| = (−1) · nn−2 · (−1)
(n−2)(n−3)

2 = (−1)1+
(n−2)(n−3)

2 nn−2,

其中 (−1)
(n−2)(n−3)

2 是 n− 2 阶反序排列的符号。因此

Dn =
n(n+ 1)

2
· (−1)1+

(n−2)(n−3)
2 nn−2 = (−1)

n(n−1)
2

nn−1(n+ 1)

2
,

最后一步用了 1 +
(n− 2)(n− 3)

2
与

n(n− 1)

2
相差 2n− 4（偶数），奇偶性相同。

答案 Dn = (−1)
n(n−1)

2
nn−1(n+ 1)

2
。

15. 设有线性方程组 

x1 + a1x2 + a21x3 = a31,

x1 + a2x2 + a22x3 = a32,

x1 + a3x2 + a23x3 = a33,

x1 + a4x2 + a24x3 = a34.

（1）证明：当 a1, a2, a3, a4 互异时，此方程组无解；（2）设 a1 = a3 = k，a2 = a4 = −k，且

η = (−1, 1, 1)T 为此方程组的解，求此方程组的全部解。

解 (1) 系数矩阵与增广矩阵分别为

A =


1 a1 a21

1 a2 a22

1 a3 a23

1 a4 a24

 , Ā =


1 a1 a21 a31

1 a2 a22 a32

1 a3 a23 a33

1 a4 a24 a34

 .

Ā 是 4 阶范德蒙德矩阵，|Ā| =
∏

1≤i<j≤4
(aj − ai)。当 a1, a2, a3, a4 互异时该乘积非零，故 r(Ā) = 4。

而 A 只有 3 列，且由前三行组成的 3 阶范德蒙德子式
∏

1≤i<j≤3
(aj − ai) 6= 0，故 r(A) = 3。于是

r(A) < r(Ā)，方程组无解。

(2) 代入 a1 = a3 = k、a2 = a4 = −k 后，第 1, 3 个方程相同，第 2, 4 个方程相同，方程组等

价于 x1 + kx2 + k2x3 = k3,

x1 − kx2 + k2x3 = −k3.

以 η = (−1, 1, 1)T 代入，得

−1 + k + k2 = k3, −1− k + k2 = −k3,

两式相加得 2k2 − 2 = 0，即 k2 = 1，故 k = ±1。
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当 k = 1 时两方程为 x1 + x2 + x3 = 1 与 x1 − x2 + x3 = −1；当 k = −1 时两方程为

x1 − x2 + x3 = −1 与 x1 + x2 + x3 = 1，只是把两个方程换了次序。因此无论 k = 1 还是 k = −1，
方程组都等价于

x1 + x3 = 0, x2 = 1.

令 x1 = t，则 x3 = −t。

答案 x = (t, 1,−t)T，t 为任意实数。

注 k 的两个取值给出同一组方程（−k 对应的方程与 k 对应的方程只差次序），故通解不随 k 的符号改变；

判无解的关键则是增广矩阵的秩比系数矩阵大 1，而这一步由范德蒙德行列式保证。

16. 试证明

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n− 1 n

x 1 2 · · · n− 2 n− 1

x x 1 · · · n− 3 n− 2
...

...
...

...
...

x x x · · · 1 2

x x x · · · x 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n

[
(x− 1)n − xn

]
.

解 记该 n 阶行列式的矩阵为 M，其元素为 mij = x（j < i）、mij = j − i+ 1（j ≥ i）。

先作列变换 Cj ← Cj − Cj−1（j = 2, · · · , n），行列式不变。第 1 列仍为 (1, x, x, · · · , x)T；第

i 行（i ≥ 2）在第 j 列的元素变为：j < i 时为 0，j = i 时为 1− x，j > i 时为 1。即

M → B =



1 1 1 · · · 1

x 1− x 1 · · · 1

x 0 1− x · · · 1
...

...
... . . . ...

x 0 0 · · · 1− x


.

再作行变换 Ri ← Ri −Ri+1（i = 1, · · · , n− 1），行列式仍不变，得

B →



1− x x 0 · · · 0

0 1− x x · · · 0
...

... . . . . . . ...
0 0 · · · 1− x x

x 0 · · · 0 1− x


= (1− x)E + xS,

其中 S 是使 Sej = ej−1（下标按循环理解）的 n 次循环置换矩阵，Sn = E。

S 的特征值为全部 n 次单位根 ω0, ω1, · · · , ωn−1，故上式的特征值为 (1− x) + xωk。由恒等式∏
k(t− ωk) = tn − 1 得

n−1∏
k=0

(λ+ µωk) = λn − (−µ)n,

取 λ = 1− x、µ = x，就有

Dn = |(1− x)E + xS| =
n−1∏
k=0

(
(1− x) + xωk

)
= (1− x)n − (−x)n = (−1)n

[
(x− 1)n − xn

]
.

15
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17. 已知

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1，计算行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣
3a11 4a11 − a12 −a13
3a21 4a21 − a22 −a23
3a31 4a31 − a32 −a33

∣∣∣∣∣∣∣∣。
解 记原行列式的列向量为 c1, c2, c3，题设即 det(c1, c2, c3) = 1。新行列式的三列依次是 3c1、4c1−c2、
−c3。由行列式关于列的多重线性性，

det(3c1, 4c1 − c2, −c3) = 3 · (−1) det(c1, 4c1 − c2, c3),

而

det(c1, 4c1 − c2, c3) = det(c1, 4c1, c3)− det(c1, c2, c3).

第一项中第 2 列是第 1 列的 4 倍，两列成比例，其值为 0；第二项为 1。故新行列式 = 3·(−1)·(0−1) =
3。

答案 3。

18. 问 a, b 取何值时，线性方程组

x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

x2 + 2x3 + 2x4 = 1,

−x2 + (a− 3)x3 − 2x4 = b,

3x1 + 2x2 + x3 + ax4 = −1

无解，有唯一解或有无穷解？在有解时，求出解。

解 写出增广矩阵，作初等行变换
1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 −1 a− 3 −2 b

3 2 1 a −1


R4−3R1−−−−−→


1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 −1 a− 3 −2 b

0 −1 −2 a− 3 −1



R3+R2−−−−→
R4+R2


1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 0 a− 1 0 b+ 1

0 0 0 a− 1 0

 .

情形一：a 6= 1。第四行给出 (a − 1)x4 = 0，即 x4 = 0；第三行给出 (a − 1)x3 = b + 1，即

x3 =
b+ 1

a− 1
。回代第二、一行：

x2 = 1− 2x3 − 2x4 =
a− 2b− 3

a− 1
, x1 = −x2 − x3 − x4 =

−a+ b+ 2

a− 1
,

故方程组有唯一解。

16
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情形二：a = 1。增广矩阵变为 
1 1 1 1 0

0 1 2 2 1

0 0 0 0 b+ 1

0 0 0 0 0

 .

当 b 6= −1 时，第三行是矛盾方程 0 = b+ 1 6= 0，方程组无解；当 b = −1 时，第三、四行为恒等

式，r(A) = r(Ā) = 2 < 4，方程组有无穷多解。此时同解方程组为

x1 + x2 + x3 + x4 = 0, x2 + 2x3 + 2x4 = 1,

取 x3 = s, x4 = t 为自由未知量，则 x2 = 1− 2s− 2t，x1 = −x2 − x3 − x4 = −1 + s+ t。

答案 a 6= 1 时有唯一解 x1 =
−a+ b+ 2

a− 1
，x2 =

a− 2b− 3

a− 1
，x3 =

b+ 1

a− 1
，x4 = 0；a = 1 且 b 6= −1

时无解；a = 1 且 b = −1 时有无穷多解 (x1, x2, x3, x4) = (−1 + s+ t, 1− 2s− 2t, s, t)，s, t 为任

意实数。

19. 解线性方程组 

(1 + a1)x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn = b1,

x1 + (1 + a2)x2 + x3 + · · ·+ xn = b2,

· · · · · · · · ·

x1 + x2 + x3 + · · ·+ (1 + an)xn = bn,

其中 ai 6= 0，i = 1, 2, · · · , n，且
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an
6= −1。

解 令 S =
n∑

j=1
xj。原方程组的第 i 个方程可写成

aixi + S = bi, 即 xi =
bi − S

ai
(i = 1, 2, · · · , n),

这里 ai 6= 0 保证除法可行。把 xi 的表达式代入 S =
n∑

i=1
xi：

S =

n∑
i=1

bi − S

ai
=

n∑
i=1

bi
ai
− S

n∑
i=1

1

ai
,

整理得

S
(
1 +

n∑
i=1

1

ai

)
=

n∑
i=1

bi
ai
.

条件 1 +
n∑

i=1

1

ai
6= 0 恰好保证 S 由此唯一确定：

S =

∑n
i=1

bi
ai

1 +
∑n

i=1

1

ai

,
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再代回 xi =
bi − S

ai
即得唯一解。

答案 xi =
1

ai

(
bi −

∑n
j=1 bj/aj

1 +
∑n

j=1 1/aj

)
，i = 1, 2, · · · , n；方程组有唯一解。

20. 计算 n+ 1 阶行列式

Dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 · · · 0 1 −1
0 0 0 · · · 1 −1 b1

0 0 0 · · · −1 0 b2
...

...
...

...
...

...
0 1 −1 · · · 0 0 bn−2

1 −1 0 · · · 0 0 bn−1

−1 0 0 · · · 0 0 bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

解 把第 2, · · · , n+ 1 行都加到第 1 行，第 1 行的前 n 列都是 0，最后一列变成
n∑

k=1

bk − 1，按第

1 行展开得

Dn+1 = (−1)1+(n+1)
( n∑
k=1

bk − 1
)
|C| = (−1)n

( n∑
k=1

bk − 1
)
|C|,

其中 C 是删去第 1 行、第 n+ 1 列后余下的 n 阶行列式。

由原矩阵的带状结构，C 的元素（行 r、列 j 对应原第 r+ 1 行、第 j 列，r, j = 1, · · · , n）为

Crj =


1, r + j = n,

−1, r + j = n+ 1,

0, 其他,

即 1 排在反对角线 r = n− j 上，−1 排在它下一条反对角线 r = n+ 1− j 上。

求 |C|：按第 n 列展开，该列只有 r = 1 处的元素 −1 非零，删去第 1 行、第 n 列后余下的

n− 1 阶行列式 C ′ 与 C 形状完全相同（阶数降 1），故

|C| = (−1)1+n · (−1) · |C ′| = (−1)n|C ′|.

又 n = 1 时 |C| = | − 1| = −1，迭代得

|C| = (−1)n(−1)n−1 · · · (−1)2 · (−1) = (−1)
n(n+1)

2 .

于是

Dn+1 = (−1)n+2
( n∑
k=1

bk − 1
)
(−1)

n(n+1)
2 = (−1)

n(n−1)
2

( n∑
k=1

bk − 1
)
,

最后一步因 n+ 2 +
n(n+ 1)

2
− n(n− 1)

2
= 2n+ 2 为偶数。

答案 Dn+1 = (−1)
n(n−1)

2

( n∑
k=1

bk − 1
)
。

注 符号 (−1)
n(n−1)

2 很容易误写成 (−1)
n(n+1)

2 。代 n = 1, 2, 3 校核：n = 1 时 D2 = b1 − 1，n = 2 时

D3 = 1− b1 − b2，n = 3 时 D4 = 1− b1 − b2 − b3，正好是每两行变一次号。

18



浙江大学《线性代数（甲）》历年秋冬学期期中试题解析 2024–2025 秋冬学期

21. 证明：若某行列式的某行元素全为 1，则这个行列式全部代数余子式的和等于该行列式的值。

解 设该 n 阶行列式为 D = |A|，第 i 行元素全为 1，即 ai1 = ai2 = · · · = ain = 1，以 Akj 记 akj

的代数余子式。

按第 i 行展开：

D =

n∑
j=1

aijAij =

n∑
j=1

Aij .

当 k 6= i 时
n∑

j=1
Akj = 0：把原行列式的第 k 行换成第 i 行（元素全为 1），所得行列式第 k 行与第

i 行相同，值为 0；而按它的第 k 行展开即得
n∑

j=1
1 ·Akj =

n∑
j=1

Akj = 0（此处用到的余子式与原来

的完全相同）。这正是 A∗A = |A|E 的体现。

于是全部代数余子式之和

n∑
k=1

n∑
j=1

Akj =

n∑
j=1

Aij +
∑
k ̸=i

n∑
j=1

Akj = D + 0 = D = |A|,

即它等于该行列式的值。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2022–2023 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1. 计算行列式 D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 4 6 8

4 6 8 2

6 8 2 4

8 2 4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
。

解 各行的四个数之和都是 2 + 4 + 6 + 8 = 20，故把第 2, 3, 4 列统统加到第 1 列，第 1 列的元素

全变成 20，提出公因子 20：

D1 = 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 6 8

1 6 8 2

1 8 2 4

1 2 4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

再用行倍加 Ri ← Ri −R1（i = 2, 3, 4）把第 1 列的后三个元素消成零，并按第 1 列展开：

D1 = 20

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 4 6 8

0 2 2 −6
0 4 −4 −4
0 −2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 20

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 −6
4 −4 −4
−2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

右边三阶行列式按第一行展开，两个二阶余子式分别是

∣∣∣∣∣−4 −4
−2 −2

∣∣∣∣∣ = 0 与

∣∣∣∣∣ 4 −4
−2 −2

∣∣∣∣∣ = −16，于是

D1 = 20
(
2 · 0− 2 · (−16) + (−6) · (−16)

)
= 20 · 128 = 2560.

答案 D1 = 2560。

2. 已知 n+ 1 阶行列式

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 x1 x2 · · · xn

1 2 0 · · · 0

1 0 3 · · · 0
...

...
...

...
1 0 0 · · · n+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

x1, x2, · · · , xn 为任意常数，求

4A1 + 9A2 + · · ·+ (n+ 1)2An,

其中 A1, A2, · · · , An 分别为 x1, x2, · · · , xn 的代数余子式。
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解 构造新行列式。记 D′ 为把 D 的第一行换成 (0, 22, 32, · · · , (n+1)2)（即第 i+1 列放 (i+1)2）、

其余各行不动所得到的行列式。D 与 D′ 只在第一行不同，而代数余子式只依赖于划去该行该列后

剩下的子式，所以 D 中 xi 所在位置（第一行第 i+1 列）的代数余子式在 D′ 中仍然是 Ai。把 D′

按第一行展开，第一列的元素是 0，于是

D′ = 0 ·A0 + 22A1 + 32A2 + · · ·+ (n+ 1)2An =

n∑
i=1

(i+ 1)2Ai,

（A0 是第一行第一列元素的代数余子式，它乘 0，不影响结果。）这说明所求的组合恰好就是 D′ 的

值。

计算 D′。 D′ 的第一列是 (0, 1, 1, · · · , 1)T，按第一列展开得

D′ =

n+1∑
j=2

(−1)j+1Mj1,

Mj1 是划去 D′ 的第 j 行与第 1 列后余下的 n 阶子式。划去后，原第一行剩下 (22, 32, · · · , (n+1)2)，

而原来的第 ℓ 行（ℓ = 2, · · · , n + 1，ℓ 6= j）只剩下一个非零元：数值为 ℓ、位于第 ℓ 列。把

(22, 32, · · · , (n + 1)2) 这一行逐次与相邻行交换、下移到第 j − 1 行（共 j − 2 次交换，代价符号

(−1)j−2）。此时前 j− 2 行各只有一个非零元 2, 3, · · · , j− 1，沿它们依次展开后余下的子块为上三

角阵，其对角元依次为 j2, j + 1, · · · , n+ 1，于是

Mj1 = (−1)j−2 · j2 ·
n+1∏
ℓ=2
ℓ ̸=j

ℓ = (−1)j−2j2 · (n+ 1)!

j
= (−1)j−2j (n+ 1)!,

最后一步用了
n+1∏
ℓ=2

ℓ = (n+ 1)!。代入 (−1)j+1(−1)j−2 = (−1)2j−1 = −1，得

D′ = −(n+ 1)!

n+1∑
j=2

j = −(n+ 1)! · (n+ 1)(n+ 2)− 2

2
= −n(n+ 3)

2
(n+ 1)!.

答案 4A1 + 9A2 + · · ·+ (n+ 1)2An = −n(n+ 3)

2
(n+ 1)!。

验算：取 n = 2 时 D 为三阶行列式，直接算得 A1 = −3，A2 = −2，所求为 4×(−3)+9×(−2) =
−30，与公式 −2× 5

2
· 3! = −30 一致。

3. 求解线性方程组 
λx1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + λx2 + x3 + x4 = λ,

x1 + x2 + λx3 + x4 = λ2.
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解 对增广矩阵作初等行变换：先交换第 1, 3 行，再作行倍加 R2 −R1 与 R3 − λR1，得
1 1 λ 1 λ2

0 λ− 1 1− λ 0 λ− λ2

0 1− λ 1− λ2 1− λ 1− λ3

 .

先设 λ 6= 1，此时可把后两行分别除以 λ− 1 与 1− λ（用 1− λ3 = (1− λ)(1 + λ+ λ2)），再

作 R3 −R2： 
1 1 λ 1 λ2

0 1 −1 0 −λ
0 0 λ+ 2 1 (λ+ 1)2

 .

当 λ 6= −2 时系数矩阵的秩为 3，取 x4 = t 为自由未知量，回代得

x3 =
(λ+ 1)2 − t

λ+ 2
, x2 = x3 − λ =

1− t

λ+ 2
, x1 = λ2 − x2 − λx3 − x4 = −

λ+ 1 + t

λ+ 2
,

即通解

(x1, x2, x3, x4)
T =

1

λ+ 2

(
−(λ+ 1), 1, (λ+ 1)2, 0

)T
+ t · 1

λ+ 2

(
−1, −1, −1, λ+ 2

)T
(t ∈ R).

当 λ = −2 时第三行变成 x4 = (λ+1)2 = 1，系数矩阵的秩仍为 3，取 x3 = t，由 x2−x3 = −λ = 2

得

(x1, x2, x3, x4)
T = (1, 2, 0, 1)T + t (1, 1, 1, 0)T (t ∈ R).

再设 λ = 1，三个方程都成为 x1 + x2 + x3 + x4 = 1，系数矩阵的秩为 1，解集是一个三维平

面：

x1 = 1− t1 − t2 − t3, x2 = t1, x3 = t2, x4 = t3 (t1, t2, t3 ∈ R).

答案 方程组总有无穷多解：λ 6= 1,−2 时通解为
(
−(λ+1), 1, (λ+1)2, 0

)T
/(λ+2)+t

(
−1,−1,−1, λ+

2
)T

/(λ+ 2)；λ = −2 时通解为 (1, 2, 0, 1)T + t(1, 1, 1, 0)T；λ = 1 时解集为 x1 + x2 + x3 + x4 = 1。

4. 用初等行变换将矩阵 A =


1 2 5 −1 −1
1 2 3 1 3

3 6 13 −1 1

5 10 21 −1 3

化简成行阶梯形矩阵 B，使 B 的阶梯头为 1。

解 把第 2, 3, 4 行分别减去第 1 行的 1, 3, 5 倍：

A→


1 2 5 −1 −1
0 0 −2 2 4

0 0 −2 2 4

0 0 −4 4 8

 .

此时第 3 行与第 2 行相同，第 4 行是第 2 行的 2 倍，故再作 R3 −R2、R4 − 2R2 得

→


1 2 5 −1 −1
0 0 −2 2 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

→

1 2 5 −1 −1
0 0 1 −1 −2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 = B,
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最后一步是把第 2 行乘以 −1

2
。B 的阶梯头（每行第一个非零元）分别为第 1, 3 列的 1，已是

所要求的行阶梯形，且 r(A) = r(B) = 2。若继续把第 1 行减去 5 倍的第 2 行，可得行最简形
1 2 0 4 9

0 0 1 −1 −2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

。

答案 B =


1 2 5 −1 −1
0 0 1 −1 −2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

（阶梯头在第 1, 3 列，r(A) = r(B) = 2）。

5. 设 r 为自然数。

(1) 叙述秩的定义；

(2) 证明：r(A) ≤ r 当且仅当 A 中 r + 1 阶子式（若有）均为 0；

(3) 设 A 通过一次行倍加得到 B，求证：r(B) = r(A)。

解 (1) 秩的定义。设 A 是 m× n 矩阵。如果在 A 中有一个 r 阶子式不为零，而所有 r + 1 阶子

式（如果存在的话）全为零，就称 A 的秩为 r，记作 r(A)；即 r(A) 就是 A 中非零子式的最高阶

数。零矩阵没有非零子式，规定 r(O) = 0。（由此 0 ≤ r(A) ≤ min{m,n}。）
(2) 必要性（r(A) ≤ r ⇒ 所有 r + 1 阶子式为零）：若 A 有一个非零的 r + 1 阶子式，则 A

中非零子式的最高阶数至少为 r + 1，即 r(A) ≥ r + 1，矛盾。

充分性（所有 r + 1 阶子式为零 ⇒ r(A) ≤ r）：先用一个事实——若非零的 s 阶子式 D 存

在，则 D 中必有一行不全为零，把 D 按这一行展开，D 等于该行各元素与其代数余子式乘积之

和；既然 D 6= 0，至少有一个 s − 1 阶余子式不为零，即 A 中存在非零的 s − 1 阶子式。假若

r(A) = s > r，取一个非零的 s 阶子式，反复使用上述事实，便从非零的 s 阶子式依次得到非零

的 s − 1 阶、s − 2 阶、· · ·、r + 1 阶子式，与“所有 r + 1 阶子式为零”矛盾，故 r(A) ≤ r。（当

r + 1 > min{m,n} 时 A 没有 r + 1 阶子式，条件空真，而此时 r(A) ≤ min{m,n} ≤ r，结论同样

成立。）

(3) 设 B 由 A 经一次行倍加得到，即 B 的第 j 行等于 A 的第 j 行加上第 i 行的 k 倍（i 6= j），

其余各行与 A 的对应行相同。

考察 B 的任一 s 阶子式，设它的行取自 B 的第 r1 < · · · < rs 行。若行标中不含 j，该子式

就是 A 的同一个 s 阶子式；若含 j，则由行列式对行的线性性，该子式的行列式等于 D1 + kD2，

其中 D1 是把这一行换回 A 的第 j 行所得的行列式，D2 是把这一行换成 A 的第 i 行所得的行列

式：D1 是 A 的 s 阶子式；D2 当 i 也在行标中时因两行相同而为 0，否则也是 A 的 s 阶子式。总

之，B 的每个 s 阶子式都是 A 的 s 阶子式的线性组合。

取 s = r(A) + 1：由 (2)，A 的 r(A) + 1 阶子式全为零，故 B 的 r(A) + 1 阶子式也全为零，

再由 (2) 得 r(B) ≤ r(A)。反过来，A 也可由 B 经一次行倍加得到（第 j 行加上第 i 行的 −k 倍），

同理 r(A) ≤ r(B)。故 r(B) = r(A)。

23



浙江大学《线性代数（甲）》历年秋冬学期期中试题解析 2022–2023 秋冬学期

6. 设有 n (≥ 2) 阶方阵 A，A∗ 为 A 的伴随矩阵，证明：

(1) r(A∗) =


n, r(A) = n,

1, r(A) = n− 1,

0, r(A) < n− 1;

(2) (A∗)∗ = |A|n−2A；

(3) 若 r(A) > 0，则 (A∗)∗ = A 当且仅当 |A|n−2 = 1。

解 (1) 分三种情形。若 r(A) = n：A 可逆，由 A∗ = |A|A−1 知 A∗ 也可逆，故 r(A∗) = n。若

r(A) = n − 1：A 有非零的 n − 1 阶子式，而 A∗ 的每个元素都是 A 的 n − 1 阶代数余子式，故

A∗ 6= O，r(A∗) ≥ 1。另一方面 |A| = 0，由基本等式 AA∗ = |A|E 得 AA∗ = O，即 A∗ 的每一列

X 都满足 AX = θ，于是

Col(A∗) ⊆ kerA.

由秩－零化度定理（并把秩看作列空间的维数）得 dim kerA = n − r(A) = 1；又 r(A∗) =

dim Col(A∗)，故 r(A∗) ≤ 1。两端合起来得 r(A∗) = 1。若 r(A) < n − 1：A 的所有 n − 1 阶

子式全为零，故 A∗ = O，r(A∗) = 0。

(2) 当 |A| 6= 0 时 A∗ = |A|A−1。对 A∗A = |A|E 两边取行列式：|A∗| · |A| = |A|n，故

|A∗| = |A|n−1，于是

(A∗)∗ = |A∗|(A∗)−1 = |A|n−1 · A

|A|
= |A|n−2A.

当 |A| = 0 时 r(A) ≤ n−1，由 (1) 知 r(A∗) ≤ 1。若 n ≥ 3，则 r(A∗) ≤ 1 ≤ n−2 < n−1，把 (1) 用

于 n 阶矩阵 A∗ 得 (A∗)∗ = O；又此时 n−2 ≥ 1，|A|n−2 = 0，故仍成立 (A∗)∗ = |A|n−2A。若 n = 2，

规定 |A|0 = 1，直接验证（A =

(
a b

c d

)
，A∗ =

(
d −b
−c a

)
）得 (A∗)∗ =

(
a b

c d

)
= A = |A|0A。

故对一切 n ≥ 2 有 (A∗)∗ = |A|n−2A。

(3) 由 (2)，(A∗)∗ = |A|n−2A，于是

(A∗)∗ = A ⇐⇒ |A|n−2A = A ⇐⇒
(
|A|n−2 − 1

)
A = O.

若 |A|n−2 = 1，显然右边的等式成立，即 (A∗)∗ = A。反之设 (|A|n−2 − 1)A = O：条件 r(A) > 0

等价于 A 6= O，取 A 的一个非零元素 apq，比较矩阵等式两边的 (p, q) 元得 (|A|n−2 − 1)apq = 0，

故 |A|n−2 = 1。因此当 r(A) > 0 时 (A∗)∗ = A 当且仅当 |A|n−2 = 1。

7. 设 A,C,D 均为 m×n 阶矩阵，B,D 均为 n×s 阶矩阵，证明：r(AB−CD) ≤ r(A−C)+r(B−D)。

解 先明确各矩阵的阶：要使 AB 与 CD 同时有意义，只能是 A,C 为 m × n 阶矩阵、B,D 为

n× s 阶矩阵，以下按此理解。

在乘积中间插入 CB，把差拆成两项：

AB − CD = AB − CB + CB − CD = (A− C)B + C(B −D).

用到两条基本性质（把秩看作列空间的维数即可）：

r(X + Y ) ≤ r(X) + r(Y ), r(XY ) ≤ min{r(X), r(Y )}.
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第一条因为 X+Y 的列空间含于 Col(X)+Col(Y )，而两个子空间之和的维数不超过维数之和；第

二条因为 XY 的每一列都是 Y 的列向量的线性组合，故 Col(XY ) ⊆ Col(Y )，对 r(XY ) ≤ r(X)

取转置即得。于是

r(AB − CD) ≤ r
(
(A− C)B

)
+ r
(
C(B −D)

)
≤ r(A− C) + r(B −D).

注 题面“A,C,D 均为 m× n 阶矩阵”中的 D 是笔误：D 不可能同时是 m× n 阶与 n× s 阶，应读作“A,C

均为 m× n 阶矩阵”。

8. 设 A 为 20222022 阶方阵，用数学归纳法证明：

∀n ∈ Z+, ∀m ∈ Z+, (n+ 1)r(A2) ≤ r(An+2) +mr(A).

解 记 dk = r(Ak)− r(Ak+1)（k ≥ 1）。

第一步：相邻两次掉秩是递减的。用 Frobenius 秩不等式

r(XY ) + r(Y Z) ≤ r(Y ) + r(XY Z),

取 X = A，Y = Ak，Z = A（k ≥ 1），得

2r(Ak+1) ≤ r(Ak) + r(Ak+2),

即 dk ≥ dk+1。故 d1 ≥ d2 ≥ · · ·，特别地 d1 ≥ dn+2，也就是

r(An+2) + r(A2) ≤ r(An+3) + r(A). (⋆)

第二步：对 n 归纳，证明 (n+1)r(A2) ≤ r(An+2)+n r(A)。n = 1 时即 2r(A2) ≤ r(A3)+r(A)，

这正是 d1 ≥ d2。设 n 时结论成立，两边同时加上 r(A2)：

(n+ 2)r(A2) ≤ r(An+2) + r(A2) + n r(A) ≤ r(An+3) + r(A) + n r(A) = r(An+3) + (n+ 1)r(A),

中间一步用的正是 (⋆)。故结论对 n+ 1 也成立。

第三步：把 m 放进去。由 r(A) ≥ 0，对任何 m ≥ n 都有

(n+ 1)r(A2) ≤ r(An+2) + n r(A) ≤ r(An+2) +mr(A),

这就是所要证的不等式；m 取得更大时右端更大，不等式自然仍成立。（证明与矩阵的阶无关，

20222022 只是题面给定的方阵阶数。）

注 题面写“∀n ∈ Z+, ∀m ∈ Z+”，但按字面 m < n 时结论不成立：取 A 为 N = 20222022 阶单位阵 E，则

r(Ak) = N，不等式成为 (n+ 1)N ≤ (1 +m)N，只在 m ≥ n 时成立。上面的归纳证得的正是系数取 n 的

最强形式 (n+ 1)r(A2) ≤ r(An+2) + n r(A)，故题面中的 m 应理解为 m ≥ n。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2021–2022 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1.（15 分） 设有下列 n 阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

7 −6 0 · · · 0 0

−1 7 −6 0 · · · 0

0 −1 7 −6 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 −1 7 −6
0 0 · · · 0 −1 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

(1) 计算 D1, D2；

(2) 假设当 n ≤ k 时有 Dn =
6n+1 − 1

5
，证明：Dk+1 =

6k+2 − 1

5
。

解 记所给 n 阶行列式为 Dn（并约定 D0 = 1，即空行列式的值）。

(1) 按定义直接算：

D1 = |7| = 7, D2 =

∣∣∣∣∣ 7 −6
−1 7

∣∣∣∣∣ = 7× 7− (−6)× (−1) = 43.

(2) 先找递推式。按第一列展开，第一列只有 a11 = 7 与 a21 = −1 非零：

Dn = 7M11 +M21 = 7Dn−1 +M21,

其中 M11 = Dn−1；而删去第 2 行、第 1 列后，余下矩阵的第一行是 (−6, 0, . . . , 0)，按这一行展开

得 M21 = (−6) ·Dn−2（余下的正是同形状的 n− 2 阶行列式）。于是

Dn = 7Dn−1 − 6Dn−2 (n ≥ 2).

再作归纳。n = 0, 1 时公式 (6n+1 − 1)/5 成立（分别为 1 与 7）。设 n ≤ k 时 Dn =
6n+1 − 1

5
，

则特别地 Dk =
6k+1 − 1

5
，Dk−1 =

6k − 1

5
，代入递推式

Dk+1 = 7Dk − 6Dk−1 = 7 · 6
k+1 − 1

5
− 6 · 6

k − 1

5

=
7 · 6k+1 − 7− 6k+1 + 6

5
=

6 · 6k+1 − 1

5
=

6k+2 − 1

5
.

代 n = 3 检验：D3 = 7× 43− 6× 7 = 259 =
64 − 1

5
。

答案 D1 = 7，D2 = 43；且 Dn =
6n+1 − 1

5
，故 Dk+1 =

6k+2 − 1

5
。
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2.（10 分） 设 B =


1 1 1

0 1 1

0 0 1

，矩阵 A 满足方程 BA = BTB，求 |A∗ − 2E|。

解 由 |B| = 1 6= 0 知 B 可逆，于是 BA = BTB 给出

A = B−1BTB.

取行列式，注意 |BT | = |B|、|B−1| = |B|−1：

|A| = |B−1| · |BT | · |B| = |B| = 1.

故 A 可逆，且 A∗ = |A|A−1 = A−1。于是

|A∗ − 2E| = |A−1 − 2E| = |A−1| · |E − 2A| = |E − 2A|.

把 A = B−1BTB 代入，注意 E = B−1B：

E − 2A = B−1B − 2B−1BTB = B−1
(
B − 2BTB

)
,

两边取行列式并用 |B| = 1，得 |E − 2A| = |B − 2BTB|。逐项算出

BTB =


1 1 1

1 2 2

1 2 3

 , B − 2BTB =


−1 −1 −1
−2 −3 −3
−2 −4 −5

 .

对右边矩阵作行倍加（不改变行列式）：R2 − 2R1，R3 − 2R1，再 R3 − 2R2，化为上三角
−1 −1 −1
0 −1 −1
0 0 −1

 ,

故 |B − 2BTB| = (−1)3 = −1，从而 |A∗ − 2E| = −1。
顺带算出

A = B−1BTB =


0 −1 −1
0 0 −1
1 2 3

 , |A| = 1,

与上面一致。

答案 |A∗ − 2E| = −1。

注 这里 A 是三阶方阵，所以 A∗ = |A|A−1、进而 A∗ = A−1 成立的前提是 |A| 6= 0；本题由 |A| = |B| = 1

保证。若误把 A∗ 与 A 的阶数关系写成 |A∗| = |A|n，结果就会差一个因子。

3.（10 分） 设 n 阶实方阵 A 满足 A2 = A，证明：r(A) + r(A− E) = n。
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解 由 A2 = A 得

A(A− E) = A2 −A = O.

用到两条关于秩的基本事实，设 X,Y 为 n 阶方阵：

(i) 若 XY = O，则 ImY ⊆ kerX，由秩－零化度定理 r(Y ) ≤ dim kerX = n − r(X)，即

r(X) + r(Y ) ≤ n；

(ii) Im(X + Y ) ⊆ ImX + ImY，故 r(X + Y ) ≤ r(X) + r(Y )。

上界。在 (i) 中取 X = A，Y = A− E，由 A(A− E) = O 得

r(A) + r(A− E) ≤ n.

下界。在 (ii) 中取 X = A，Y = E −A，注意 A+ (E −A) = E 且 r(E −A) = r(A− E)：

n = r(E) = r
(
A+ (E −A)

)
≤ r(A) + r(E −A) = r(A) + r(A− E).

两式合并即得 r(A) + r(A− E) = n。

4.（20 分） 设有四元线性方程组

x1 + x2 − x3 + 2x4 = 0,

2x1 + 3x2 − 3x3 + 5x4 = 0,

3x1 + x2 − 2x3 + 3x4 = 0,

2x1 + x2 − 5x3 − x4 = 0.

(1) 写出该方程组的系数矩阵 A；

(2) 利用初等行变换将矩阵 A 化为阶梯形矩阵 U；

(3) 求 r(A)；

(4) 写出该方程组的通解。

解 (1) 按未知量 x1, x2, x3, x4 的顺序取出系数：

A =


1 1 −1 2

2 3 −3 5

3 1 −2 3

2 1 −5 −1

 .

(2) 对 A 作初等行变换：先以第一行消去第一列其余元素，

A→


1 1 −1 2

0 1 −1 1

0 −2 1 −3
0 −1 −3 −5


R2 ← R2 − 2R1,

R3 ← R3 − 3R1,

R4 ← R4 − 2R1,
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再以第二行消去第二列下方元素，

→


1 1 −1 2

0 1 −1 1

0 0 −1 −1
0 0 −4 −4


R3 ← R3 + 2R2,

R4 ← R4 +R2,

最后 R4 ← R4 − 4R3，得阶梯形

U =


1 1 −1 2

0 1 −1 1

0 0 −1 −1
0 0 0 0

 .

(3) U 有三个非零行（主元分别在 1, 2, 3 列），故 r(A) = r(U) = 3。

(4) 继续化为行最简形：R3 ← −R3 后依次作 R2 +R3，R1 +R3，R1 −R2，得
1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 0

 .

同解方程组为 x1 = −x4，x2 = −2x4，x3 = −x4。未知量 4 个、秩为 3，故自由未知量恰一个 x4；

令 x4 = t（t 为任意实数）即得通解。代回原方程组四个方程均成立。

答案 A =


1 1 −1 2

2 3 −3 5

3 1 −2 3

2 1 −5 −1

，U =


1 1 −1 2

0 1 −1 1

0 0 −1 −1
0 0 0 0

，r(A) = 3，通解为 X = t


−1
−2
−1
1

（t ∈ R）。

5.（10 分） 设实方阵 A 的伴随矩阵为 A∗ =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

，且 |A| > 0，已知矩阵 B 满足 AB =

E + 3A，求矩阵 B。

解 先定 |A|。A∗ 是主对角线全为 1 的下三角阵，故 |A∗| = 1。又对 n 阶方阵有 |A∗| = |A|n−1，这

里 n = 3，所以

|A|2 = 1 =⇒ |A| = ±1.

题目给出 |A| > 0，故 |A| = 1，从而 A 可逆且

A∗ = |A|A−1 = A−1, 即 A−1 = A∗.

由 AB = E + 3A，两边左乘 A−1：

B = A−1(E + 3A) = A−1 + 3E = A∗ + 3E =


1 0 0

0 1 0

1 0 1

+ 3E =


4 0 0

0 4 0

1 0 4

 .
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回代验算：AB = A(A∗ + 3E) = AA∗ + 3A = |A|E + 3A = E + 3A，满足方程。顺带算出

A = (A∗)−1 =


1 0 0

0 1 0

−1 0 1

 , |A| = 1 > 0,

与题设 |A| > 0 相容。

答案 B =


4 0 0

0 4 0

1 0 4

。

6.（25 分） 设矩阵 A =


3 1 0

0 3 1

0 0 3

。求

(1) A2；

(2) A3；

(3) A100；

(4) A−1；

(5) 一个三次实系数多项式 f(x) = x3 + ax2 + bx+ c 使得 f(A) 为三阶零方阵。

解 记

N = A− 3E =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ,

则 A = 3E +N，其中 3E 与 N 可交换，且

N2 =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 6= O, N3 = O.

N 幂零，故二项式定理可用：对 k ≥ 3

Ak = (3E +N)k =

k∑
i=0

(
k

i

)
3k−iN i = 3kE + k 3k−1N +

(
k

2

)
3k−2N2,

求和只到 i = 2 是因为 N3 = O。由此逐项求值。

(1) 取 k = 2：

A2 = 9E + 6N +N2 = 9E + 6


0 1 0

0 0 1

0 0 0

+


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 =


9 6 1

0 9 6

0 0 9

 .

(2) 取 k = 3：

A3 = 27E + 27N + 9N2 =


27 27 9

0 27 27

0 0 27

 .
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(3) 取 k = 100，
(
100

2

)
=

100× 99

2
= 4950：

A100 = 3100E + 100 · 399N + 4950 · 398N2 =


3100 100 · 399 4950 · 398

0 3100 100 · 399

0 0 3100

 .

（与 (2) 对照：把 k = 3 代入 Ak 的公式即得 A3，27, 27, 9 分别对应 33, 3 · 32,
(
3
2

)
31。）

(4) 由 A = 3
(
E +

N

3

)
及 N3 = O，对 X =

N

3
用 (E + X)−1 = E − X + X2（因 E =

(E +X)(E −X +X2)）：

A−1 =
1

3

(
E − N

3
+

N2

9

)
=

1

3
E − 1

9
N +

1

27
N2 =

1

27


9 −3 1

0 9 −3
0 0 9

 .

把 A 乘回即可验证 A−1A = E：N,N2, N3 的系数两两抵消。

(5) 取

f(x) = (x− 3)3 = x3 − 9x2 + 27x− 27,

即 a = −9，b = 27，c = −27，则

f(A) = (A− 3E)3 = N3 = O.

再说明次数不能再低：A 的特征多项式为 (x− 3)3，极小多项式与特征多项式有相同的根，故极小

多项式必为 (x − 3)k（k = 1, 2, 3）；而 (A − 3E)2 = N2 6= O、A − 3E = N 6= O，所以 k = 3，

(x− 3)3 正是极小多项式，它是零化 A 的最低次多项式。

答案 (1) A2 =


9 6 1

0 9 6

0 0 9

；(2) A3 =


27 27 9

0 27 27

0 0 27

；(3) A100 =


3100 100 · 399 4950 · 398

0 3100 100 · 399

0 0 3100

；

(4) A−1 =
1

27


9 −3 1

0 9 −3
0 0 9

；(5) f(x) = (x − 3)3 = x3 − 9x2 + 27x − 27（即 a = −9，b = 27，

c = −27）。

7.（10 分）设有 n 阶实方阵 A = (aij) 满足：当 i = j 时，aij = 2021；当 i < j 时，aij = ij；当

i > j 时，aij = (i+ j)!。证明：|A| 6= 0。

解 把元素全部模 2 来看。记 ā 为整数 a 模 2 的余数，Ā = (āij)。当 i > j 时

i+ j ≥ 2 + 1 = 3 =⇒ (i+ j)! 含因子 2,

故 āij = 0；当 i = j 时 aii = 2021 = 2× 1010 + 1 为奇数，故 āii = 1。于是 Ā 是主对角线全为 1

的上三角矩阵，从而 det Ā = 1。

行列式是各元素的整系数多项式，取模 2 与取行列式可交换，即

|A| ≡ det Ā = 1 (mod 2).

所以 |A| 是奇数，特别地 |A| 6= 0。

（可任取 n 检验：n = 2 时 |A| = 4084435，为奇数。）
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8.（10 分） 设 A 为 n 阶方阵，且 r(A) = r > 0。证明存在秩为 r 的实方阵 B 和 C，使得

AB = CA。

解 由矩阵的标准形理论，rankA = r 意味存在可逆矩阵 P,Q 使

PAQ = J :=

(
Er 0

0 0

)
.

（把 A 经初等行、列变换化为标准形即可得到这样的 P,Q，J 的左上角是 r 阶单位阵。）由此

A = P−1JQ−1。

构造。取

B = QJQ−1, C = P−1JP.

B 是 J 的相似变换、C 也是（C = P−1JP），乘可逆矩阵不改变秩，而 r(J) = r，故

r(B) = r(J) = r, r(C) = r(J) = r,

且 B,C 都是 n 阶实方阵，符合要求。

验证 AB = CA。注意 J2 = J（J 是幂等阵），且 PP−1 = QQ−1 = E：

AB = P−1JQ−1 ·QJQ−1 = P−1J2Q−1 = P−1JQ−1 = A,

CA = P−1JP · P−1JQ−1 = P−1J2Q−1 = P−1JQ−1 = A.

两个乘积都等于 A 本身，当然相等，即 AB = CA。故所求的 B,C 存在。

注 构造的要害是让 AB 与 CA 都等于 A：把 A 写成 P−1JQ−1 后，分别用 QJQ−1、P−1JP 去“抵消”两

侧的因子。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2020–2021 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1.（10 分） 设

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 −3 0 · · · 0 0

−1 4 −3 0 · · · 0

0 −1 4 −3 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 −1 4 3

0 0 · · · 0 −1 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

试证明：Dn =
3n+1 − 1

2
。

解 记 Tm 为主对角全为 4、次对角全为 −1、上对角全为 −3 的 m 阶三对角行列式（约定 T0 = 1）。

按第一行展开：元素 −3 的余子式 M12 = −Tm−2（消去首行与第二列后呈分块上三角，左上角为

−1），故

Tm = 4Tm−1 + (−3)(−1)M12 = 4Tm−1 − 3Tm−2 (m ≥ 2),

且 T1 = 4，T2 = 4× 4− 3 = 13。特征方程 r2− 4r+3 = 0 的根为 r = 1, 3，设 Tm = α3m + β，由

T0 = 1、T1 = 4 得 α+ β = 1, 3α+ β = 4，解出 α =
3

2
、β = −1

2
，即

Tm =
3m+1 − 1

2
.

再算题面所印的 Dn。把它的 (n− 1, n) 元记作 p：原卷此处印作 p = 3，而其余各行的上对角

元均为 −3。按最后一行展开（末行只有 (n, n− 1) = −1、(n, n) = 4 非零）：

Dn = (−1)n+(n−1)(−1)Mn,n−1 + (−1)2n · 4 ·Mn,n = Mn,n−1 + 4Mn,n (n ≥ 2).

其中删去末行、末列后剩下的恰是 Tn−1，即 Mn,n = Tn−1；删去末行、第 n− 1 列后，前 n− 2 行

前 n− 2 列构成 Tn−2，第 1 至 n− 2 行在第 n 列均为零，只有第 n− 1 行末元为 p，故该子式呈

分块下三角，Mn,n−1 = p Tn−2。于是

Dn = 4Tn−1 + p Tn−2.

若上对角元统一为 −3（即 p = −3，这才是题的本意），则 Dn = 4Tn−1− 3Tn−2 = Tn =
3n+1 − 1

2
，

正是题面要证的结论。但若按原卷印出的 p = 3 逐字计算，则

Dn = 4Tn−1 + 3Tn−2 = 2(3n − 1) +
3(3n−1 − 1)

2
=

5 · 3n − 7

2
(n ≥ 2),

与题面结论不符（n = 3 时按印出的矩阵算得 64，题面结论为 40；n = 2 时印出的矩阵为

(
4 3

−1 4

)
，

算得 19 6= 13）。
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答案 上对角元全为 −3 时 Dn =
3n+1 − 1

2
，即题面所要证的结论；严格按原卷印出的 3 计算，

则 D1 = 4，D2 = 19（n = 2 时唯一的超对角元恰在 (n − 1, n) 处、取 3），n ≥ 2 时 Dn =

4Tn−1 + 3Tn−2 =
5 · 3n − 7

2
，该闭式对一切 n ≥ 1 成立。

注 原卷第 1 题的上对角元在 (n− 1, n) 处印作 3，与其余各行的 −3 不对称，是原卷笔误；按“忠实转录不

订正”的约定题干保留原样，作答时须点明，否则照原样代入得不到题面结论。

2.（10 分） 设 B =


1 −5 1

0 −1 0

2 −2 3

，C =


1 0 0

0 2 0

0 0 −1

，三阶方阵满足方程 2BA+ CB = O，其

中 O 为三阶零方阵，试求 |A+ 3E|。

解 先说明 B 可逆。按第二行展开

|B| = (−1) ·

∣∣∣∣∣1 1

2 3

∣∣∣∣∣ = −1 6= 0.

由 2BA+ CB = O 得 2BA = −CB，两边左乘 B−1，得 2A = −B−1CB，即

A = −1

2
B−1CB.

于是

A+ 3E = B−1
(
3E − 1

2
C
)
B,

两端取行列式，由相似矩阵行列式相等得

|A+ 3E| =
∣∣∣3E − 1

2
C
∣∣∣.

C = diag(1, 2,−1)，故 3E − 1

2
C = diag

(5
2
, 2,

7

2

)
，从而

|A+ 3E| = 5

2
× 2× 7

2
=

35

2
.

答案 |A+ 3E| = 35

2
。

3.（15 分） 设有实方阵 A =


1 2 3

2 4 t

3 t 9

，其中 t 为实常数，已知 B 为三阶非零方阵且满足

BA = O，其中 O 为三阶零方阵，试求 t 的值以及 B 的秩的可能取值。

解 BA = O 表示 B 的每一行 yT 都满足 yTA = 0，即 B 的各行（看作列向量）都属于 N(AT )。

先由“存在非零 B”定 t。若 |A| 6= 0，则 A 可逆，由 BA = O 两边右乘 A−1 得 B = O，与

B 非零矛盾。故必须 |A| = 0。按第一行展开

|A| = 1 · (36− t2)− 2 · (18− 3t) + 3 · (2t− 12) = −t2 + 12t− 36 = −(t− 6)2,

故 |A| = 0 给出 t = 6。
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再定 r(B)。t = 6 时 A 的三行都成比例（均为 (1, 2, 3) 的倍数），故 r(A) = 1。由秩－零化度

定理

dimN(AT ) = 3− r(A) = 2.

B 的各行都在 N(AT ) 中，故 r(B) ≤ 2；又 B 6= O，故 r(B) ≥ 1。这里 N(AT ) 恰是方程

y1 + 2y2 + 3y3 = 0 的解空间，取一行非零解（如 (−2, 1, 0)T）作 B 的唯一非零行，得 r(B) = 1；

取两个线性无关解 (−2, 1, 0)T、(−3, 0, 1)T 作 B 的前两行、第三行取零，得 r(B) = 2。两种秩都

确实能取到。

答案 t = 6；r(B) 的可能取值为 1 或 2。

4.（15 分） 设 a, b, c 为实常数，且满足 b2 6= ac，a+ b+ c = 0，试证明线性方程组
ax1 + bx2 + c = 0,

bx1 + cx2 + a = 0,

cx1 + bx2 + b = 0

有唯一解并求出这个唯一解。

解 关键是先看出 (1, 1) 这个解。由 a+ b+ c = 0，

a · 1 + b · 1 + c = 0, b · 1 + c · 1 + a = 0,

故 (x1, x2) = (1, 1) 满足前两个方程；而前两个方程的系数行列式∣∣∣∣∣a b

b c

∣∣∣∣∣ = ac− b2 6= 0,

由 Cramer 法则，前两个方程有且只有这一个解。

因此整个方程组至多有一解，且有解当且仅当 (1, 1) 也满足第三式。注意 (1, 1) 满足方程 px1+

qx2+r = 0 当且仅当 p+q+r = 0：前两式的系数之和分别为 a+b+c 与 b+c+a，正是它们都等于

0 才使 (1, 1) 成为解。第三式的三个系数也应是 a, b, c 的一个排列，即循环形式 cx1 + ax2 + b = 0

（三系数之和仍为 a + b + c = 0），代入 (1, 1) 得 c + a + b = 0，自动成立。于是方程组有唯一解

(1, 1)，与 a, b, c 的具体取值无关。

不过要指出：原卷第三式印作 cx1+bx2+b = 0，其系数之和为 c+2b = b−a（用了 a+b+c = 0），

一般不为零。按这一印法，当 a 6= b 时 (1, 1) 不满足第三式，方程组无解（例如 a = 1, b = 0, c = −1，
第三式成为 −x1 = 0，与前两式给出的 x1 = 1 矛盾）；只有 a = b（此时 c = −2a，由 b2 6= ac 得

a 6= 0）时方程组有唯一解，解仍为 (1, 1)。

答案 方程组的唯一解为 (x1, x2) = (1, 1)。（第三式取循环形式 cx1 + ax2 + b = 0 时，题面的“有唯

一解”对一切满足 b2 6= ac、a+ b+ c = 0 的 a, b, c 成立；若按原卷印出的 cx1 + bx2 + b = 0，则仅

当 a = b 时有解，解同样是 (1, 1)。）

注 原卷第 4 题第三式印作 cx1 + bx2 + b = 0，系数之和不等于 a+ b+ c，照原样只在 a = b 时方程组有解；

题干按约定保留原样，此处按“三式系数取 a, b, c 的排列”的本意作答并点明差异。
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5.（15 分） 设方阵 A 的伴随矩阵为 A∗ =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 −3 0 8

，已知矩阵 B 满足 AB = B + 3A，

试求矩阵 B。

解 先由 A∗ 读出 |A|。A∗ 是下三角矩阵，故 |A∗| = 1 · 1 · 1 · 8 = 8。此处 n = 4，伴随矩阵的行列

式满足 |A∗| = |A|n−1 = |A|3，故 |A|3 = 8，|A| = 2 6= 0，即 A 可逆，且由 AA∗ = |A|E 得

A−1 =
1

|A|
A∗ =

1

2
A∗ =


1
2 0 0 0

0 1
2 0 0

1
2 0 1

2 0

0 −3
2 0 4

 .

由 AB = B+3A 得 (A−E)B = 3A。两边左乘 A−1，注意 A 与 B 不可交换、只能整体左乘：

(E −A−1)B = 3E.

又 E −A−1 =
1

2
(2E −A∗)，而

2E −A∗ =


1 0 0 0

0 1 0 0

−1 0 1 0

0 3 0 −6


仍是下三角矩阵，|2E −A∗| = −6 6= 0，故 E −A−1 可逆。解 (2E −A∗)X = E 得

(2E −A∗)−1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1
2 0 −1

6

 ,

于是

B = 3(E −A−1)−1 = 6(2E −A∗)−1 =


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1

 .

验算：把上式代回，(A− E)B = 3A，即 AB = B + 3A，说明结论正确。

答案 B =


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1

。
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6.（20 分） 设 A =


1 · · · 1
... . . . ...
1 · · · 1


n×n

。求

(1) 一个二次实系数多项式 f(x) = x2 + ax 使得 f(A) 为二阶零方阵；

(2) A100；

(3) (A+ E)3；

(4) (A+ E)−1。

解 (1) A 的每一列都等于 e = (1, 1, . . . , 1)T，即 A = eeT，而 eT e = n，故

A2 = (eeT )(eeT ) = e (eT e) eT = n eeT = nA.

于是对 f(x) = x2+ax 有 f(A) = A2+aA = (n+a)A。因 A 6= O，故 f(A) = O 当且仅当 a = −n，
即 f(x) = x2 − nx。（f(A) 与 A 同为 n 阶方阵，题面“二阶零方阵”应作“n 阶零方阵”理解，即 O；

若按 2× 2 字面理解，则 n 6= 2 时不可能。）

(2) 由 A2 = nA 归纳证明 Ak = nk−1A：k = 1 时显然；设对 k 成立，则

Ak+1 = AkA = nk−1A2 = nk−1 · nA = nkA.

取 k = 100 得 A100 = n99A。

(3) A3 = A2A = nA ·A = nA2 = n2A；又 E 与 A 可交换，直接展开：

(A+ E)3 = A3 + 3A2 + 3A+ E = n2A+ 3nA+ 3A+ E = E + (n2 + 3n+ 3)A.

(4) 由 A2 = nA 直接验算

(A+ E)
(
E − 1

n+ 1
A
)
= E +A− 1

n+ 1
A− 1

n+ 1
A2 = E +A− 1

n+ 1
A− n

n+ 1
A = E,

故 A+ E 可逆，且

(A+ E)−1 = E − 1

n+ 1
A.

答案 (1) f(x) = x2 − nx（a = −n）；(2) A100 = n99A；(3) (A+ E)3 = E + (n2 + 3n+ 3)A；(4)
(A+ E)−1 = E − 1

n+ 1
A。

7.（8 分） 设 A,B 是两个 n 阶实方阵，试证明：r(A) = r(AB) 当且仅当存在 n 阶实方阵 C 使

得 A = ABC。

解 充分性。设存在 C 使 A = ABC。乘一个矩阵不会增大秩，故

r(A) = r(ABC) ≤ r(AB) ≤ r(A),

两端夹逼得 r(A) = r(AB)。

必要性。设 r(A) = r(AB)。AB 的每一列都是 A 的列的线性组合（AB 的第 j 列等于 A 乘

以 B 的第 j 列），故

Col(AB) ⊆ Col(A);
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而 dim Col(AB) = r(AB) = r(A) = dim Col(A)，于是 Col(AB) = Col(A)。

因此 A 的每一列 aj 都是 AB 的列的线性组合，即存在列向量 cj 使 aj = AB cj（j =

1, 2, . . . , n）。令 C = (c1, c2, . . . , cn)，则 C 为 n 阶实方阵，且

A = (a1, . . . , an) = (ABc1, . . . , ABcn) = ABC.

8.（7 分） 设 A 为 n 阶方阵，试证明：存在对称矩阵 S 和可逆矩阵 P 使得 A = SP。

解 取矩阵的等价标准形：存在可逆矩阵 U, V 与对角矩阵

D = diag(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0) (d1d2 · · · dr 6= 0, r = r(A))

使得 UAV = D，即 A = U−1DV −1。在中插入 U−TUT = E：

A = U−1DU−T · UTV −1.

令 S = U−1DU−T，P = UTV −1。由 U, V 可逆知 P 可逆；又 D 是对角矩阵，

ST = (U−1DU−T )T = U−1DTU−T = U−1DU−T = S,

即 S 对称。于是 A = SP，其中 S 对称、P 可逆（r = 0 时 D = O，S = O 同样对称）。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2019–2020 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1.（10 分） 设有下列 n 阶行列式：

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

4 1 0 · · · 0 0

4 4 1 0 · · · 0

0 4 4 1 0 · · ·
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 4 4 1

0 0 · · · 0 4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

试证明：Dn = (1 + n)2n。

解 记该 n 阶行列式为 Dn。按最后一行展开：最后一行只有末两个元素非零，

Dn = 4Mnn − 4Mn,n−1,

其中删去第 n 行、第 n 列余下的恰是 Dn−1，故 Mnn = Dn−1；而删去第 n 行、第 n− 1 列后，余

下矩阵呈分块下三角形状

(
Mn−2 0

4eTn−2 1

)
，故 Mn,n−1 = Dn−2。于是

Dn = 4Dn−1 − 4Dn−2 (n ≥ 3),

且 D1 = 4，D2 = 4× 4− 1× 4 = 12。

对 n 归纳证明 Dn = (n+ 1)2n：n = 1, 2 已验证。设结论对 n− 1, n− 2 成立，则

Dn = 4 · n2n−1 − 4 · (n− 1)2n−2 = 2n−1
(
4n
)
− 2n(n− 1) = 2n

(
2n− n+ 1

)
= (n+ 1)2n.

答案 Dn = (n+ 1)2n。

2.（10 分） 设 α = (1, 0,−1)T，矩阵 A = ααT，又设 n 为一正整数，试求 |2E − (A∗)n +An|。

解 先化简 A，再逐项求值。

由 αTα = 12 + 02 + (−1)2 = 2 得

A2 = α(αTα)αT = 2ααT = 2A,

故对正整数 n 有 An = 2n−1A。

又 A 为三阶矩阵且 r(A) = 1 < 3 − 1 = 2，即 A 的所有二阶子式全为零，故其伴随矩阵

A∗ = O，从而 (A∗)n = O。于是待求行列式化为

|2E − (A∗)n +An| = |2E + 2n−1A| = 23
∣∣∣E + 2n−2A

∣∣∣.
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对秩一的 A = ααT 用矩阵行列式引理 |E + uvT | = 1 + vTu，得∣∣∣E + 2n−2A
∣∣∣ = 1 + 2n−2αTα = 1 + 2n−1.

答案 |2E − (A∗)n +An| = 8(1 + 2n−1) = 2n+2 + 8。

注 此处 r(A) = 1 < 3− 1（A 为三阶），所以 A∗ = O，不能套用 A∗ = |A|A−1（A 本身不可逆）。

3.（15 分） 设有实方阵 A =


1 3 9

2 0 6

−3 1 −7

，B =


0 a b

2 0 6

−1 1 0

，其中 a, b 为实常数。已知

r(A) = r(B)，且线性方程组 AX = (b, 1, 0)T 有解，试求 a, b 的值。

解 先求 r(A)。对 A 作初等行变换

A→


1 3 9

0 −6 −12
0 10 20

 ,

第三行是第二行的 −5

3
倍，故 r(A) = 2，于是题设 r(A) = r(B) 给出 r(B) = 2。

由 B 是三阶方阵，r(B) = 2 等价于 |B| = 0。按第一行展开

|B| = −a

∣∣∣∣∣ 2 6

−1 0

∣∣∣∣∣+ b

∣∣∣∣∣ 2 0

−1 1

∣∣∣∣∣ = −6a+ 2b,

故 b = 3a；此时 B 的第二、三两行不成比例，秩确为 2。

再处理有解条件。设 X = (x1, x2, x3)
T，对增广矩阵作行变换

1 3 9 b

2 0 6 1

−3 1 −7 0

→

1 3 9 b

0 −6 −12 1− 2b

0 10 20 3b

 ,

底两行成比例，方程组有解当且仅当对应的常数列也成同一比例，即

3b = −5

3
(1− 2b) =⇒ 9b = 10b− 5 =⇒ b = 5.

再由 b = 3a 得 a =
5

3
。

答案 a =
5

3
，b = 5。

4.（20 分） 当实数 a 取何值时线性方程组
−x1 − 4x2 + x3 = 1,

ax2 − 3ax3 = 3,

x1 + 3x2 + (a+ 1)x3 = 0

无解，有唯一解，有无穷解？有解时请求出所有解。
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解 系数矩阵的行列式

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 −4 1

0 a −3a
1 3 a+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1) ·
[
a(a+ 1) + 9a

]
− (−4) · 3a+ 1 · (−a) = a(1− a),

故 |A| 6= 0 即 a 6= 0 且 a 6= 1 时方程组有唯一解。

(1) 唯一解（a 6= 0, 1）。由第二式（a 6= 0）得 x2 = 3x3 +
3

a
，代入第一式得

x1 = −1− 4x2 + x3 = −1−
12

a
− 11x3,

再代入第三式：(
−1− 12

a
− 11x3

)
+ 3
(
3x3 +

3

a

)
+ (a+ 1)x3 = 0 =⇒ (a− 1)x3 = 1 +

3

a
=

a+ 3

a
,

于是

x3 =
a+ 3

a(a− 1)
, x2 = 3x3 +

3

a
=

6(a+ 1)

a(a− 1)
, x1 = −1−

12

a
− 11x3 = −

(a+ 1)(a+ 21)

a(a− 1)
.

(2) 无解（a = 0 或 a = 1）。当 a = 0 时第二式为 0 = 3，矛盾；当 a = 1 时由第二式

x2 = 3x3 + 3、第一式 x1 = −13− 11x3，代入第三式左端恒为 −4 6= 0，亦矛盾。

(3) 无穷多解。不存在。因为 |A| = 0 只可能是 a = 0 或 a = 1，而这两种情形都已判定无解。

答案 a 6= 0, 1 时有唯一解如上；a = 0 或 a = 1 时无解；不存在有无穷多解的情形。

5.（15 分） 设 A =


k 1 1 1

1 k 1 1

1 1 k 1

k k k k

，其中 k 为实常数，试求 A 的秩 r(A)。

解 先用行变换把 A 化出大量零元。将第 4 行减到前三行（行列式不变），再提出前三行的公因子

1− k：

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1− k 1− k 1− k

1− k 0 1− k 1− k

1− k 1− k 0 1− k

k k k k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1− k)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

k k k k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

右边行列式前三行之和为 (2, 2, 2, 3)，故用 R4 ← R4 − k(R1 + R2 + R3) 把末行 (k, k, k, k) 化为

(−k,−k,−k,−2k) = −k(1, 1, 1, 2)，再提出因子 −k：

|A| = (1− k)3 · (−k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

对右边行列式交换第一、二行，再逐次消元：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1

0 1 1 1

0 1 −1 0

0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 1

0 1 1 1

0 0 −2 −1
0 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

(
1 · 1 · (−1)

)
= 1,
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末式按前两列展开，余下二阶子式为

∣∣∣∣∣−2 −1
−1 0

∣∣∣∣∣ = −1。故

|A| = −k(1− k)3 = k(k − 1)3,

即 |A| = 0 当且仅当 k = 0 或 k = 1。

k 6= 0, 1 时 |A| 6= 0，r(A) = 4。

k = 1 时 A 的元素全为 1，各行相同，r(A) = 1。

k = 0 时第四行全为零，而左上角三阶子式

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1

1 0 1

1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0，故 r(A) = 3。

答案 r(A) =


4, k 6= 0, 1,

3, k = 0,

1, k = 1.

6.（20 分） 设 A,B 为 n 阶方阵，试证明：

(1) tr(A+B) = trA+ trB；

(2) tr(AB) = tr(BA)；

(3) 设 P 是一个 n 阶可逆矩阵，则有 tr(P−1AP ) = trA；

(4) 若 A = Eij，其中 Eij 是第 i 行第 j 列处的元素为 1、其余元素全部为零的 n 阶方阵，试求

trA。

解 记 A = (aij)n×n，B = (bij)n×n，AB = (cij)n×n。

(1) 由定义 tr(A+B) =
∑n

i=1(aii + bii) =
∑n

i=1 aii +
∑n

i=1 bii = trA+ trB。

(2) cii =
∑n

k=1 aikbki，故

tr(AB) =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbki =

n∑
k=1

n∑
i=1

bkiaik = tr(BA).

(3) 由 (2)，把 P−1 与 AP 看成两个 n 阶方阵：tr(P−1AP ) = tr
(
P−1(AP )

)
= tr

(
(AP )P−1

)
=

trA。

(4) A = Eij 只有第 i 行第 j 列元素为 1，它在主对角线上当且仅当 i = j，故 trEij =1, i = j,

0, i 6= j,
即 trEij = δij。

答案 (1)(2)(3) 已证；(4) trEij = δij（i = j 时为 1，否则为 0）。

7.（5 分） 设 A 是一个 n (n ≥ 2) 阶方阵，A∗ 是 A 的伴随矩阵。若存在 n 维非零列向量 α 使得

Aα = θ，其中 θ 为 n 维零列向量，且非齐次线性方程组 A∗X = α 有解，试证明：r(A) = n− 1。
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解 由 Aα = θ 且 α 6= θ 知齐次方程组 AX = θ 有非零解，故 |A| = 0，从而

r(A) ≤ n− 1.

再证反向不等式。若 r(A) ≤ n− 2，则 A 的所有 n− 1 阶子式全为零，于是 A∗ = O，此时对任意

X 都有 A∗X = θ 6= α，与非齐次方程组 A∗X = α 有解矛盾。故 r(A) ≥ n− 1。

结合两端即得 r(A) = n− 1。

注 关键是“r(A) < n− 1 ⇐⇒ A∗ = O”：解的存在性把 A∗ 6= O 逼了出来，再配上 r(A) ≤ n− 1 夹逼。

8.（5 分） 设 A 为 n 阶可逆矩阵，α, β 为两个 n 维列向量，试证明：|A+ αβT | = |A|+ βTA∗α。

解 先用矩阵行列式引理。对任意列向量 u, v，

|E + uvT | = 1 + vTu,

理由：若 1 + vTu = 0，则 (E + uvT )u = u+ u(vTu) = 0 且 u 6= θ，两边同时为零，等式成立；若

1 + vTu 6= 0，则 (E + uvT )
(
E − uvT

1 + vTu

)
= E，取行列式即得。

由 A 可逆，

|A+ αβT | = |A| · |E +A−1αβT | = |A|
(
1 + βTA−1α

)
= |A|+ βT (|A|A−1)α.

又 |A|A−1 = A∗，代入得

|A+ αβT | = |A|+ βTA∗α.

43



浙江大学《线性代数（甲）》历年秋冬学期期中试题解析 2018–2019 秋冬学期

浙江大学

《线性代数（甲）》

2018–2019 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1.（15 分）

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + x a2 · · · an

a1 a2 + x · · · an
...

...
...

a1 a2 · · · an + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 每行都是「x 倍的单位行加上同一个行向量 aT」。记 1 = (1, 1, · · · , 1)T，a = (a1, a2, · · · , an)T，

S = a1 + a2 + · · ·+ an，则

D =
∣∣xE + 1aT

∣∣.
当 x 6= 0 时提出因子 xn，再用矩阵行列式引理 |E + uvT | = 1 + vTu：

D = xn
∣∣∣E +

1

x
1aT

∣∣∣ = xn
(
1 +

1

x
aT 1

)
= xn + xn−1S.

当 x = 0 时矩阵的 n 行全是同一个行向量 aT：n ≥ 2 时秩不超过 1（a = θ 时秩为 0），D = 0；

n = 1 时 D = a1。两者都等于 xn−1(x+ S) 在 x = 0 处的值，故上式对一切 x 成立。

答案 D = xn−1
(
x+

n∑
i=1

ai

)
。

2.（15 分） 设 σ = (i1i2 · · · in) 是一个 n 阶排列，A = [aij ] 是一个 n 阶方阵，并且 A 中元素满

足：对于每个固定 r，当 j = ir 时，arj = 1，否则 arj = 0，求 |A|。

解 这里 A 是置换矩阵：第 r 行只有第 ir 列的元素为 1；因 σ 是排列，i1, · · · , in 互不相同，故每

行每列恰有一个 1。

按行列式定义展开，

|A| =
∑

j1j2···jn

(−1)τ(j1j2···jn)a1j1a2j2 · · · anjn ,

其中和式跑遍 1, 2, · · · , n 的所有排列。由 arj = 1 只可能在 j = ir 处，乘积非零当且仅当 jr =

ir (r = 1, · · · , n)；因 (i1, · · · , in) 本身是排列，只贡献一项，于是

|A| = (−1)τ(i1i2···in).

这里 τ(i1i2 · · · in) 是排列 σ 的逆序数，即满足 r < s 而 ir > is 的数对 (r, s) 的个数；排列的符号

按定义就是 sgnσ = (−1)τ(σ)，它也可写成 sgnσ =
∏

1≤r<s≤n

is − ir
s− r

：交换相邻两项正好改变一个逆

序号，而恒等排列的符号为 1。因此

答案 |A| = sgnσ = (−1)τ(i1i2···in)，即 1 或 −1，由 σ 的逆序数决定。
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3.（15 分） 问：当 λ 取什么值时，方程组无解？唯一解？无穷多解？有解时求解。
λx1 + x2 + x3 = 1,

x1 + λx2 + x3 = 1,

x1 + x2 + λx3 = 1.

解 系数矩阵为 A =


λ 1 1

1 λ 1

1 1 λ

。把第 2, 3 列加到第 1 列，提出公因子 λ+ 2，再把第 1 行分别

乘 −1 加到第 2, 3 行：

|A| = (λ+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

1 λ 1

1 1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

0 λ− 1 0

0 0 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ+ 2)(λ− 1)2.

故 λ 6= 1 且 λ 6= −2 时 |A| 6= 0，有唯一解；λ = 1 与 λ = −2 时需另作判断。

唯一解（λ 6= 1,−2）。方程组对 x1, x2, x3 完全对称而右端又都是 1，把三个未知量任意互换

方程组不变；既然解唯一，解也必须在同一互换下不变，即 x1 = x2 = x3 = x。代入任一式得

(λ+ 2)x = 1，故

x1 = x2 = x3 =
1

λ+ 2
.

无穷多解（λ = 1）。三式都化为 x1 + x2 + x3 = 1，系数矩阵与增广矩阵的秩同为 1 < 3，故

有无穷多解，自由度为 2，通解为

(x1, x2, x3)
T = (1, 0, 0)T + c1(−1, 1, 0)T + c2(−1, 0, 1)T (c1, c2 任意).

无解（λ = −2）。把三式相加，左端为 (λ+ 2)(x1 + x2 + x3) = 0，右端为 3，得 0 = 3，矛盾，

故方程组无解。

|A| = 0 只可能 λ = 1 或 λ = −2，情形已穷尽。

答案 λ 6= 1,−2 时唯一解 x1 = x2 = x3 =
1

λ+ 2
；λ = 1 时无穷多解，通解为 (1, 0, 0)T +

c1(−1, 1, 0)T + c2(−1, 0, 1)T；λ = −2 时无解。

4.（15 分） 设 A =


1 1 1

1 1 1

1 1 1

，求矩阵方程：AX = A+ 2X。

解 方程即 (A− 2E)X = A。由 A = 11T（1 = (1, 1, 1)T）得

A2 = 1(1T 1)1T = 3A.

猜想 A− 2E 的逆为
1

2
(A− E)，直接验证：

(A− 2E) · 1
2
(A− E) =

1

2

(
A2 − 3A+ 2E

)
=

1

2
· 2E = E,

故 A− 2E 可逆，(A− 2E)−1 =
1

2
(A− E)，矩阵方程的解唯一，且

X = (A− 2E)−1A =
1

2
(A− E)A =

1

2
(A2 −A) =

1

2
(3A−A) = A.
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回代验算：AX = A2 = 3A，A+ 2X = A+ 2A = 3A，相符。

答案 X = A =


1 1 1

1 1 1

1 1 1

。

5.（15 分） 设 A 为 4 阶反对称矩阵，B =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 2

，证明：E +AB 可逆。

解 证明 E +AB 可逆，只需证明齐次方程组 (E +AB)X = 0 只有零解。设实列向量 X 满足

(E +AB)X = 0, 即 X = −ABX.

记 Y = BX，则 X = −AY。两边左乘 Y T，得

Y TX = −Y TAY.

A 反对称（AT = −A），故对任意实向量 Y 有 Y TAY = (Y TAY )T = Y TATY = −Y TAY，即

Y TAY = 0，于是

Y TX = 0.

又 B = diag(0, 0, 1, 2) 是对称矩阵，Y = BX，设 X = (x1, x2, x3, x4)
T，则

Y TX = (BX)TX = XTBTX = x23 + 2x24.

由 x23 +2x24 = 0 且 x3, x4 为实数得 x3 = x4 = 0，于是 BX = 0，再由 X = −ABX = 0 得 X = 0。

齐次方程组只有零解，故 E +AB 可逆。

顺带可用 Sylvester 恒等式 |Em +XY | = |En + Y X| 求出行列式：取 C =
(
e3 e4

)
（4× 2），

D = diag(1, 2)，则 B = CDCT。而 (CTAC)T = CTATC = −CTAC，故 CTAC =

(
0 a

−a 0

)
，其

中 a = a34，于是

|E +AB| = |E4 +ACDCT | = |E2 +DCTAC| =

∣∣∣∣∣ 1 a

−2a 1

∣∣∣∣∣ = 1 + 2a234 > 0.

注 注意 (AB)T = BTAT = −BA，AB 一般并不反对称，不能直接说“反对称矩阵乘反对称矩阵”就下结论；

真正起作用的是 A 反对称给出的 Y TAY ≡ 0，它把 B 的二次型 x2
3 + 2x2

4 逼成零。

6.（10 分）设 A 为 n 阶实对称矩阵 (n > 1)，|A| = 0，证明：AijAji = (Aij)
2，(i, j = 1, 2, · · · , n)。
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解 记 Mij 为元素 aij 的余子式，则 Aij = (−1)i+jMij。

由 A 对称有 AT = A。删去 A 的第 i 行、第 j 列所得子矩阵，恰是删去 AT 的第 j 行、第 i

列所得子矩阵的转置；转置不改变行列式，故 Mij = Mji。又 (−1)i+j = (−1)j+i，于是

Aij = Aji.

代入即得

AijAji = AijAij = (Aij)
2.

注 题设 |A| = 0 对这条等式其实用不上，对称性已足够；它起作用的地方是伴随矩阵的结构：由标准结

论，R(A∗) 依次取 n, 1, 0（对应 R(A) = n, n − 1, ≤ n − 2），|A| = 0 即 R(A) ≤ n − 1 时 R(A∗) ≤ 1。

R(A) ≤ n − 2 时全部 Aij = 0；R(A) = n − 1 时由秩－零化度定理，AX = θ 的解空间是一维的，取非零

实解 α，则 A∗ = cααT（AA∗ = O 说明 A∗ 的每列都在 kerA 内，A∗A = O 说明每行都在 kerAT = kerA
内），即 Aij = cαiαj，同样得到上式。

7.（7 分） A,B ∈ Pn×n，M =

(
A B

B A

)
，证明：R(M) ≥ R(A+B) +R(A−B)。

解 取 2n 阶矩阵

Q =

(
E E

E −E

)
, Q2 =

(
2E O

O 2E

)
= 2E2n,

故 Q 可逆，Q−1 =
1

2
Q（只要域 P 的特征不等于 2，如实数域）。对 M 作行列变换 M 7→ QMQ，

秩不变，而

QMQ =

(
A+B A+B

A−B B −A

)(
E E

E −E

)
=

(
2(A+B) O

O 2(A−B)

)
.

如第一块行：(A+B)E + (A+B)E = 2(A+B)，(A+B)E − (A+B)E = O，第二块行同理。分

块对角矩阵的秩等于各对角块秩之和，又 2 6= 0 时 R(2C) = R(C)，故

R(M) = R(QMQ) = R
(
2(A+B)

)
+R

(
2(A−B)

)
= R(A+B) +R(A−B),

特别地 R(M) ≥ R(A+B) +R(A−B)。

8.（8 分） 设 A,B ∈ Pn×n，满足 B = E +AB，证明：AB = BA。

解 由 B = E +AB 得

B −AB = E, 即 (E −A)B = E.

E − A 与 B 都是 n 阶方阵，上式说明 B 是 E − A 的右逆，故 B 可逆且 B−1 = E − A。于是也

有 B(E −A) = E，即

B −BA = E, BA = B − E.

而由已知等式移项立即得到 AB = B − E，两式比较得 AB = BA。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2017–2018 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1.（15 分） 计算 n 阶行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y y · · · y

z x y · · · y

z z x · · · y
...

...
...

...
z z z · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

x, y, z 为任意实常数。

解 记该 n 阶行列式为 Dn：主对角线取 x，主对角线右上方取 y，左下方取 z。

第一步　把每行化成只有两个非零元。自下而上作行变换 Ri ← Ri−Ri−1（i = n, n−1, · · · , 2，
减的是尚未改动的第 i− 1 行）：第 i 行只剩第 i− 1 列的 z− x 与第 i 列的 x− y，行列式不变，得

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y y · · · y

z − x x− y 0 · · · 0

0 z − x x− y · · · 0
... . . . . . . . . . ...
0 · · · 0 z − x x− y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=: detB.

第二步　按第一行展开。B 的第 i 行（i ≥ 2）只在第 i− 1、i 两列非零。删去第 1 行与第 k

列后，余子式要非零，必须每行从自己的两个非零元中取一个、且所取列号两两不同。设第 i 行取

左元（第 i − 1 列，值 z − x）的行组成集合 S：若有 i ∈ S、i ≥ 3 而 i − 1 /∈ S，则第 i − 1 行

取右元仍落在第 i − 1 列，与第 i 行所取同列而重复，故 S 必形如 {2, 3, · · · ,m}；此时所取列号

的集合是 {1, · · · , n} \ {m}，而可用列只有 {1, · · · , n} \ {k}，两者相等给出 m = k，即唯一取法

S = {2, · · · , k}。所取列号按行号 2, 3, · · · , n 依次为 1, 2, · · · , k − 1, k + 1, · · · , n，是递增的，故这

一项的排列符号为 +1。连同展开式自身的 (−1)1+k 得

detB = x(x− y)n−1 + y

n∑
k=2

(−1)k+1(z − x)k−1(x− y)n−k,

其中 k = 1 的余子式是上三角阵、对角元全为 x− y，值为 (x− y)n−1。

第三步　求和化简。记 u = x − y、v = z − x，上式中的和 S =
∑n−1

m=1(−1)mvmun−1−m，把

它拆开：

(u+ v)S =

n−1∑
m=1

[
(−1)mvmun−m + (−1)mvm+1un−1−m

]
= −vun−1 + (−1)n+1vn,
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第 m 项的后一半与第 m+ 1 项的前一半正负相消，只剩首尾。再由 u+ v = z − y 及 x(z − y)−
y(z − x) = z(x− y)，

(z − y)Dn = x(z − y)un−1 + y
(
−vun−1 + (−1)n+1vn

)
=
[
x(z − y)− y(z − x)

]
un−1 + (−1)n+1yvn = z(x− y)n + (−1)n+1y(z − x)n.

这是关于 x, y, z 的多项式恒等式，只有在 y = z 时不能直接除以 z − y。

情形一：y 6= z。

Dn =
z(x− y)n + (−1)n+1y(z − x)n

z − y
=

y(x− z)n − z(x− y)n

y − z

（后一等式用了 (z − x)n = (−1)n(x − z)n）。分母中只出现 z − y，所以 x = y 或 x = z 都不是退

化，直接代入即可：x = y 时 Dn = (−1)n+1y(z − y)n−1，x = z 时 Dn = z(z − y)n−1。

情形二：y = z。此时所有非对角元都是 y，即 Dn =
∣∣(x− y)E + yJ

∣∣，J 为全 1 阵。J 的特

征值为 n（一重）与 0（n− 1 重），故

Dn = (x− y)n−1
[
(x− y) + ny

]
= (x− y)n−1

(
x+ (n− 1)y

)
.

答案 y 6= z 时 Dn =
z(x− y)n + (−1)n+1y(z − x)n

z − y
（也等于

y(x− z)n − z(x− y)n

y − z
）；y = z 时

Dn = (x− y)n−1
(
x+ (n− 1)y

)
。

注 退化只出在 y = z（分母为零），此时改用 M = (x− y)E + yJ 的特征值来算；所得结果恰是通项公式在

z → y 处的极限，可用来验算。x = y、x = z 不属于退化，代入通项即可。

2.（20 分） 设 k 为实常数，当 k 为何值时，下面线性方程组无解？唯一解？无穷多解？有解时，

求解。 
kx1 + x2 + x3 = k − 3,

x1 + kx2 + x3 = −2,

x1 + x2 + kx3 = −2.

解 把第 i 个方程写成 (k − 1)xi + (x1 + x2 + x3) = bi，其中 b1 = k − 3、b2 = b3 = −2，并记

s = x1 + x2 + x3。三式相加：左端为 (k− 1)s+3s = (k+2)s，右端为 (k− 3)− 2− 2 = k− 7，故

(k + 2)s = k − 7.

这是全题的关键：k 6= −2 时它定出 s，k = −2 时它自相矛盾。

k 6= 1,−2：唯一解。系数矩阵是 (k − 1)E + J（J 为全 1 阵），其特征值为 k − 1（n − 1

重）与 k + 2，故 |A| = (k − 1)2(k + 2) 6= 0，解唯一。由 (k + 2)s = k − 7 得 s =
k − 7

k + 2
，再由

(k − 1)xi = bi − s 得

x1 =
1

k − 1

[
(k − 3)− k − 7

k + 2

]
=

(k − 1)2

(k − 1)(k + 2)
=

k − 1

k + 2
,

x2 = x3 =
1

k − 1

[
−2− k − 7

k + 2

]
=

−3(k − 1)

(k − 1)(k + 2)
=
−3
k + 2

.

把它们代回三个原方程即可验算。
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k = −2：无解。此时 (k + 2)s = k − 7 变成 0 · s = −9，矛盾；即 R(A) = 2 而增广矩阵

R(A | d) = 3。

k = 1：无穷多解。三个方程都化为 x1 + x2 + x3 = −2，R(A) = R(A | d) = 1 < 3，通解为

(x1, x2, x3) = (−2− c1 − c2, c1, c2), c1, c2 为任意实数.

答案 k 6= 1 且 k 6= −2 时有唯一解 x =
(k − 1

k + 2
,
−3
k + 2

,
−3
k + 2

)T
；k = −2 时无解；k = 1 时有无

穷多解，即 x1 + x2 + x3 = −2。

3.（20 分） 求矩阵方程

X


1 1 1

0 1 2

1 0 2

 =

(
1 1 1

0 0 −6

)
.

解 记 A =


1 1 1

0 1 2

1 0 2

，B =

(
1 1 1

0 0 −6

)
，则 X 是 2× 3 矩阵。按第一列展开算 |A|：

|A| = 1 ·

∣∣∣∣∣1 2

0 2

∣∣∣∣∣+ 1 ·

∣∣∣∣∣1 1

1 2

∣∣∣∣∣ = 2 + 1 = 3 6= 0,

故 A 可逆，矩阵方程的解唯一，为 X = BA−1。

用高斯－若尔当消元求 A−1：对 (A | E) 作初等行变换化为 (E | A−1)，即
1 1 1 1 0 0

0 1 2 0 1 0

1 0 2 0 0 1

 −→


1 0 0 2
3 −2

3
1
3

0 1 0 2
3

1
3 −2

3

0 0 1 −1
3

1
3

1
3

 ,

于是

A−1 =


2
3 −2

3
1
3

2
3

1
3 −2

3

−1
3

1
3

1
3

 ,

X = BA−1 =

(
1 1 1

0 0 −6

)
A−1 =

(
1 0 0

2 −2 −2

)
.

验算：X 的第 1 行乘 A 得 (1, 1, 1)，第 2 行乘 A 得 (0, 0,−6)，正是 B 的两行。

答案 X =

(
1 0 0

2 −2 −2

)
。

4.（15 分） 设 R(Am×n) = r，证明存在 Bn×n，且 R(B) = n− r，使得 AB = 0。
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解 思路：取齐次方程组 Ax = θ 的基础解系充当 B 的列。

由秩－零化度定理（对 A 的 n 列，dim kerA+R(A) = n），Ax = θ 的解空间维数为

dim kerA = n−R(A) = n− r.

取它的一组基 ξ1, · · · , ξn−r，令

B =
(
ξ1, · · · , ξn−r, θ, · · · , θ

)
n×n

,

即前 n− r 列是基础解系、其余 r 列取零列。

因 Aξj = θ（j = 1, · · · , n−r），AB 的每一列都是零列，故 AB = O。又 ξ1, · · · , ξn−r 线性无关，

而 B 的后 r 列全为零，故这 n− r 列构成 B 的列向量组的一个极大无关组，R(B) = n− r。（r = n

时 n− r = 0，取 B = O 即可。）

5.（15 分） 设 R(An×n) = 1，An×n ∈ Pn×n，证明：

(1) 存在两组不全为零的实数 a1, · · · , an；b1, · · · , bn，使得 A = (a1, · · · , an)T (b1, · · · , bn)；

(2) 存在实数 k，使得 A2 = kA。

解 (1) 由 R(A) = 1 知 A 6= O，故 A 有非零行。取定其中一个非零行，记其为行向量 a =

(a1, · · · , an)，则 a 6= 0。R(A) = 1 意味着行空间是一维的，于是每一行都落在 a 张成的直线上，即

存在实数 b1, · · · , bn 使 A 的第 j 行为 bja。取定的那一行（设为第 r 行）对应 br = 1，故 b1, · · · , bn
也不全为零。把各行写成一列即

A =


a1

a2
...
an

 (b1, b2, · · · , bn) = (a1, · · · , an)T (b1, · · · , bn).

(2) 沿用 (1) 的记法 A = aT b，其中 a, b 为上述行向量；baT =
∑n

i=1 aibi 是一个实数，记为

k。把矩阵乘法的结合律用在中间的一对上：

A2 = (aT b)(aT b) = aT (baT )b = k aT b = kA.

于是存在实数 k 使 A2 = kA。（顺便得到 k =
∑n

i=1 aibi = trA。）

6.（8 分）设 Am×nXn×1 = dm×1 有解，Bm×sXs×1 = cm×1 无解，令 G = (ABdc)m×(n+s+2)，证

明：R(G) ≤ R(A) +R(B) + 1。

解 把 G 按列分块为 G = (A B d c)，用 C(P ) 表示矩阵 P 的列空间，则 dimC(P ) = R(P )。

AX = d 有解，说明 d 是 A 的列向量组的线性组合，即 d ∈ C(A)。于是 G 的列空间为

C(G) = C(A) + C(B) + span{d}+ span{c} = C(A) + C(B) + span{c},

即新增的两列中 d 一列不带来新的维数。由此

R(G) = dimC(G) ≤ dim
(
C(A) + C(B)

)
+ 1 ≤ R(A) +R(B) + 1,
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最后一步用了 dim(U + V ) ≤ dimU + dimV；这里 C(A) + C(B) 恰是分块矩阵 (A B) 的列空间，

其维数为 R(A B)。

顺带说明：证明只用到 AX = d 有解。BX = c 无解等价于 c /∈ C(B)，即 R(B c) = R(B)+1，

这说明多出的那一维确由 c 贡献、上界中的 1 一般不能更小：例如取 A = Om×n、d = θ、B = Om×s、

c 6= θ （此时 AX = d 有解、BX = c 无解），有 R(G) = 1 = R(A) +R(B) + 1。

7.（10 分） 设 A,B,C,D ∈ Rn×n，证明：当 AC = CA 时，有

∣∣∣∣∣A D

C B

∣∣∣∣∣ = |AB − CD|。

解 记 M =

(
A D

C B

)
。先对可逆的 A 证，再用摄动法去掉可逆性。

第一步：A 可逆时用分块消元。由 AC = CA 可作如下分块行变换（左乘一个分块初等矩阵）：(
E O

−C A

)(
A D

C B

)
=

(
A D

−CA+AC −CD +AB

)
=

(
A D

O AB − CD

)
,

左下角因 AC = CA 而为零。左边第一个因子是分块三角阵，其行列式为 |E| · |A| = |A|，对等式

两边取行列式得

|A| · |M | = |A| · |AB − CD|.

A 可逆时 |A| 6= 0，约去 |A| 即得 |M | = |AB − CD|。
第二步：A 不可逆时用摄动法。对参数 t 令 A(t) = A+ tE。由 AC = CA 得

A(t)C = AC + tC = CA+ tC = CA(t),

即 A(t) 仍与 C 可交换，故可对 A(t) 套用第一步的结论。而 |A(t)| = |A+ tE| 是 t 的 n 次首一多

项式，至多有 n 个根，所以除有限多个 t 外 A(t) 都可逆。于是

f(t) :=

∣∣∣∣∣A(t) D

C B

∣∣∣∣∣ = ∣∣A(t)B − CD
∣∣ =: g(t)

对无穷多个 t 成立。f(t) 与 g(t) 都是 t 的多项式（行列式按定义展开即若干元素乘积之和），两个

多项式在无穷多个点取值相同，故是同一个多项式；令 t = 0 便得∣∣∣∣∣A D

C B

∣∣∣∣∣ = |AB − CD|.

注 “可逆时消元、不可逆时摄动”是分块行列式恒等式的通用套路：恒等式两边都是矩阵元素的多项式，只

要在可逆（稠密）的情形验证，就能自动延拓到奇异情形，不必对奇异矩阵单独另找消元方案。
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浙江大学

《线性代数（甲）》

2016–2017 学年 秋冬学期 期中考试试题解析

1.（10 分） 试计算行列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 2 0 x

0 2 0 1 0

1 0 4 0 x2

0 5 0 3 0

1 0 8 0 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解 第 2、4 列只在第 2、4 行有非零元，第 1、3、5 列只在第 1、3、5 行有非零元。把第 2、4 行

依次换到最前（3 次行交换），再把第 2、4 列依次换到最前（同样 3 次列交换），两次的符号因子

(−1)3 · (−1)3 = 1 相抵，行列式的值不变，而矩阵已化为分块对角形，故可用分块行列式：

D =

∣∣∣∣∣2 1

5 3

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 x

1 4 x2

1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (6− 5)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 x

1 4 x2

1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
右端的 3 阶行列式把第 2、3 行分别减去第 1 行，再按第 1 列展开：∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 x

1 4 x2

1 8 x3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 x

0 2 x2 − x

0 6 x3 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣2 x2 − x

6 x3 − x

∣∣∣∣∣ = 2(x3 − x)− 6(x2 − x) = 2x(x− 1)(x− 2).

答案 D = 2x(x− 1)(x− 2) = 2x3 − 6x2 + 4x。

验算：x = 0 时第 5 列全为零，x = 1 时第 5 列与第 1 列相同，x = 2 时第 5 列与第 3 列相

同，故 0, 1, 2 都是零点，与三次式相符。

2.（15 分） 解齐次线性方程组

x1 + x3 − x4 − 3x5 = −2,

x1 + 2x2 − x3 − x5 = 1,

4x1 + 6x2 − 2x3 − 4x4 + 3x5 = 7,

2x1 − 2x2 + 4x3 − 7x4 + 4x5 = 1.
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解 先把方程组解清楚。对增广矩阵作初等行变换（R2 −R1，R3 − 4R1，R4 − 2R1，再 R3 − 3R2，

R4 +R2，最后 R4 −
4

3
R3）：

1 0 1 −1 −3 −2
1 2 −1 0 −1 1

4 6 −2 −4 3 7

2 −2 4 −7 4 1

→

1 0 1 −1 −3 −2
0 2 −2 1 2 3

0 0 0 −3 9 6

0 0 0 0 0 0

 .

系数矩阵与增广矩阵的秩同为 3（主元在第 1, 2, 4 列），故方程组相容，未知量有 5 个，自由未知

量有 5− 3 = 2 个。取 x3, x5 为自由未知量，由化简后的三个非零行自下而上回代：

x4 = 3x5 − 2,

x2 = x3 +
3− x4 − 2x5

2
= x3 +

5(1− x5)

2
,

x1 = −2− x3 + x4 + 3x5 = 6x5 − x3 − 4.

直接令 x5 = c2 会出现分数，故取 x3 = c1、x5 = 1 + 2c2（x5 仍取遍所有实数），得整系数的通解

(x1, x2, x3, x4, x5)
T = (2, 0, 0, 1, 1)T + c1(−1, 1, 1, 0, 0)T + c2(12,−5, 0, 6, 2)T .

答案 通解为 x = (2, 0, 0, 1, 1)T + c1(−1, 1, 1, 0, 0)T + c2(12,−5, 0, 6, 2)T（c1, c2 任意）。

验算：取 c1 = c2 = 0 得 (2, 0, 0, 1, 1)T，代入四个方程分别得 −2, 1, 7, 1，与常数项一致；两个

方向向量代入左端分别得零向量，故确为解。

注 题面写“齐次线性方程组”，但齐次方程组要求各方程的常数项全为零，而题面给出的方程常数项不全为

零，故实际是非齐次方程组。这里按题面给出的方程（非齐次）求解。

3.（15 分）

(1) 试叙述矩阵秩的定义。

(2) 设 λ 可取任意参数，试求矩阵


1 −1 1 1

1 λ 1 1

2 2λ λ+ 4 3

 的秩。

解 (1) 在 m×n 矩阵 A 中任取 k 行与 k 列，位于这些行、列交叉处的 k2 个元素按原次序排成的

k 阶行列式，称为 A 的一个 k 阶子式。若 A 中有一个 r 阶子式不为零，而所有 r+ 1 阶子式（若

存在）全为零，则称 A 的秩为 r，记作 r(A)；零矩阵的秩规定为 0。也就是说，r(A) 就是 A 中非

零子式的最高阶数，它也等于 A 的行阶梯形中非零行的行数。

(2) 对 A 作初等行变换：先 R3 ← R3−2R2 得 (0, 0, λ+2, 1)，再 R2 ← R2−R1 得 (0, λ+1, 0, 0)，

于是 A 行等价于 
1 −1 1 1

0 λ+ 1 0 0

0 0 λ+ 2 1

 .

它至多有 3 个非零行。当 λ 6= −1 时第 2 行非零：λ 6= −2 时三行分别在第 1, 2, 3 列取得主元，

λ = −2 时第 3 行是 (0, 0, 0, 1)、三行分别在第 1, 2, 4 列取得主元。两种情形三行都线性无关，故

r(A) = 3；当 λ = −1 时第 2 行全为零，剩下的 (1,−1, 1, 1) 与 (0, 0, 1, 1) 线性无关，故 r(A) = 2。
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答案 r(A) =


3, λ 6= −1,

2, λ = −1.

4.（15 分） 试求解矩阵方程 AXB = C 的解，其中

A =


1 2 3

2 1 2

1 3 4

 , B =

(
7 9

4 5

)
, C =


1 2

1 0

2 3

 .

解 先判断可逆性。按第 1 行展开得

|A| = 1 · (4− 6)− 2 · (8− 2) + 3 · (6− 1) = −2− 12 + 15 = 1 6= 0,

同理 |B| = 7 · 5− 9 · 4 = −1 6= 0，故 A,B 都可逆。方程 AXB = C 两边左乘 A−1、右乘 B−1，得

X = A−1CB−1.

用初等行变换求 A−1，二阶的 B−1 由伴随矩阵公式 B−1 =
1

|B|
B∗ 直接写出：

A−1 =


−2 1 1

−6 1 4

5 −1 −3

 , B−1 =
1

−1

(
5 −9
−4 7

)
=

(
−5 9

4 −7

)
.

先算 A−1C（3× 2 矩阵），再右乘 B−1：

A−1C =


1 −1
3 0

−2 1

 , X =


1 −1
3 0

−2 1


(
−5 9

4 −7

)
=


−9 16

−15 27

14 −25

 .

验算：把 X 代回，AXB =


1 2

1 0

2 3

 = C，成立。

答案 X =


−9 16

−15 27

14 −25

。

5.（15 分） 已知 A∗BA = 2BA− 12E，其中 A =


2 0 0

0 −2 1

0 −1 1

，求 B。
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解 A 是分块下三角矩阵，按第一行展开得 |A| = 2 ·
(
(−2) · 1− 1 · (−1)

)
= −2 6= 0，且容易求出

A−1 =


1
2 0 0

0 −1 1

0 −1 2

 , A∗ = |A|A−1 = −2A−1 =


−1 0 0

0 2 −2
0 2 −4

 .

关键一步是用 |A| = −2 把 A∗ 换成 −2A−1，于是原方程化为

(−2A−1 − 2E)BA = −12E =⇒ (A−1 + E)BA = 6E.

两边右乘 A−1，得 (A−1+E)B = 6A−1，即 B = 6(A−1+E)−1A−1。又 (A−1+E)A = A−1A+A =

E +A，由 (AQ)−1 = Q−1A−1（取 Q = A−1 + E）得

(A−1 + E)−1A−1 =
(
A(A−1 + E)

)−1
= (A+ E)−1,

故 B = 6(A+ E)−1。而

A+ E =


3 0 0

0 −1 1

0 −1 2

 , (A+ E)−1 =


1
3 0 0

0 −2 1

0 −1 1

 ,

于是 B = 6(A+ E)−1。验算：代入得

BA =


4 0 0

0 18 −6
0 6 0

 , A∗BA = 2BA− 12E =


−4 0 0

0 24 −12
0 12 −12

 ,

成立。

答案 B = 6(A+ E)−1 =


2 0 0

0 −12 6

0 −6 6

。

注 伴随矩阵与转置容易混淆，这里不妨验一下：若把 A∗ 误当转置，方程化为 (AT − 2E)BA = −12E，而

A 的首行与首列都是 (2, 0, 0)，故 AT − 2E 的首行全为零，左端乘积的首行必为零行，右端 −12E 的首行

却是 (−12, 0, 0)，矛盾，方程无解。可见此处的 A∗ 只能是伴随矩阵。

6.（15 分） 试证明

(
O A

B C

)
可逆并求其逆，这里 A,B 分别为 r 阶和 s 阶可逆矩阵。

解 记 M =

(
O A

B C

)
，其中 O 是 r × s 零块、C 是 s× r 块，故 M 是 r + s 阶方阵。按“先猜后

验”的办法，把待求的逆矩阵按块行 (s, r)、块列 (r, s) 分块（即左上 s× r、右下 r × s），取

X =

(
−B−1CA−1 B−1

A−1 O

)
,

用分块乘法逐块检验：

MX =

O(−B−1CA−1) +AA−1 OB−1 +AO

B(−B−1CA−1) + CA−1 BB−1 + CO

 =

(
Er O

O Es

)
= Er+s,
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其中左下块 B(−B−1CA−1) + CA−1 = −CA−1 + CA−1 = O，右上块 OB−1 + AO = O；各行用

到了 A,B 可逆给出的 AA−1 = Er、BB−1 = Es。于是 M 可逆，且 M−1 = X。

若只想先判断可逆，也可算行列式：把两块行组互换需 r · s 次行交换，互换后成为分块三角

阵

(
B C

O A

)
，故 |M | = (−1)rs|A||B| 6= 0。

答案

(
O A

B C

)−1

=

(
−B−1CA−1 B−1

A−1 O

)
。

7.（15 分）

(1) 试证明对矩阵 A 实施一次初等行变换等价于用相应的初等矩阵左乘 A。

(2) 试证明方阵 A 可逆的充分必要条件是 |A| 6= 0。

解 (1) 设 A 是 m× n 矩阵，其行向量为 αT
1 , α

T
2 , . . . , α

T
m。先记一条乘法事实：对任意 m 阶矩阵

P = (pij)，由 (PA)ik =
∑m

j=1 pijajk 得

PA 的第i 行 =

m∑
j=1

pijα
T
j ,

即 P 的第 i 行元素正是把 A 的各行作线性组合时的系数。

对 m 阶单位矩阵 E 作一次初等行变换，得到的矩阵称为相应的初等矩阵，共三类，逐类验证

即可：

(i) 互换第 i, j 行得 E(i, j)，它的第 i 行是 eTj 、第 j 行是 eTi ，其余第 k 行仍为 eTk 。于是 E(i, j)A

的第 i 行是 αT
j 、第 j 行是 αT

i ，其余行不变，恰为互换 A 的第 i, j 行。

(ii) 第 i 行乘非零数 k 得 E(i(k))，它的第 i 行是 keTi ，于是 E(i(k))A 的第 i 行是 kαT
i ，其余行

不变，恰为把 A 的第 i 行乘 k。

(iii) 第 j 行的 k 倍加到第 i 行得 E(i, j(k))，它的第 i 行是 eTi + keTj ，于是 E(i, j(k))A 的第 i 行

是 αT
i + kαT

j ，其余行不变，恰为把 A 的第 j 行的 k 倍加到第 i 行。

三类初等行变换都如此，故对 A 施行一次初等行变换，等价于用相应的初等矩阵左乘 A。顺带由上

还可读出：初等矩阵都可逆，且逆仍为同类初等矩阵（E(i, j)−1 = E(i, j)，E(i(k))−1 = E(i(1/k))，

E(i, j(k))−1 = E(i, j(−k))）。
(2) 必要性：设 A 可逆，则 AA−1 = E。两边取行列式并用 |XY | = |X||Y |，得 |A| · |A−1| = 1，

故 |A| 6= 0（且 |A−1| = 1

|A|
）。

充分性：设 |A| 6= 0。用初等行变换把 A 化为行阶梯形 U。由 (1)，U = PA，其中 P 是有限

个初等矩阵之积；三类初等矩阵的行列式分别为 −1, k (k 6= 0), 1，都非零，故 |P | 6= 0，从而

|U | = |P | · |A| 6= 0.

特别地 U 没有零行。n 阶矩阵的行阶梯形没有零行，说明它有 n 个主元，即 U 是主元全不为零的

上三角矩阵。再对 U 作倍加变换（把第 i 行减去上方各行的适当倍数）消去每个主元上方的元素，

并用倍乘变换把各主元化为 1，就把 U 化成了 E。即 A 行等价于 E，故存在初等矩阵之积 Q 使

QA = E。
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由 QA = E 两边左乘 Q−1 得 A = Q−1；而由 (1) 后的说明 Q 可逆，故 A 可逆（且 A−1 = Q，

即 A−1 也是初等矩阵之积）。必要性、充分性都成立。
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