
微积分（甲）I 期中模拟试卷

考试时间：120 分钟

1. 求极限：（12 分）

（1） lim
x→0

1

x3

[(
2 + cosx

3

)x

− 1

]
; （2） lim

x→−∞

x+ 1√
x2 − sinx+ 1 +

√
x2 + sinx+ 1

.

2. 求极限：（12 分）

（1） lim
n→∞

n tan
(
π
√

n2 + 2026
)
; （2） lim

n→∞

n∑
k=1

(nk + 1)−1/k.

3. 若极限 lim
x→+∞

√
4x3 + ax2 + x+ bx3/2√

cx+ 1
存在，求 a, b, c 满足的条件并求该极限值。（10 分）
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4. 讨论 f(x) =
e+ e1/x

e− e1/x
· x2 − 1

sin(x+ 1)
的所有间断点，并指出它们是第几类间断点。（10 分）

5. 化简 f(x) = lim
n→∞

x2 + x[x]enx

1 + enx
(x ∈ R)，分析 f(x) 的连续性和可导性，其中 [x] 表示对 x 向下取

整。（10 分）

6. 设

x = t2 + t,

et+y + ty − 1 = 0
确定函数 y = y(x)，求

d2x

dy2

∣∣∣∣
t=0

。（10 分）
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7. 设 fn(x) = (x− π)ne2x cosx，求 f
(n)
n (π) (n ∈ N+)。（8 分）

8. 已知心形线 r = 2(1 + cos θ) (0 ≤ θ < 2π)，是否存在曲线上的一点，该点处的切线和极半径垂直。

若存在，求出该点坐标和该点处切线的方程（均在直角坐标系下给出）；若不存在，请说明理由。（8分）

9. 设 f(x) 在 [a, b] 上连续，x1, x2, . . . , xn 是 [a, b] 上的一个点列，求 lim
n→∞

n

√√√√ 1

n

n∑
k=1

ef(xk)。（5 分）
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10. 从以下 A/B 两个问题中选择一个作答，如都作答则取高分计入总分。（5 分）

A. 设 f(x) 连续，f ′(0) 存在。对于任意 x, y ∈ R，

f(x+ y) =
f(x) + f(y)

1− 4f(x)f(y)
.

证明 f(x) 在 R 上可导。

B. 设 a1, a2, . . . , an 为常数，记

f(x) =

n∑
k=1

ak sin kx, g(x) =

n∑
j=1

an−j+1 sin jx.

已知 |f(x)| ≤ | sinx|，|g(x)| ≤ | sinx|，求证∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ ≤ 2

n+ 1
.

【提示：考虑 f ′(0), g′(0)。】

11. 已知数列 {xn} 满足 xn ∈ (0, π2 )，x1 =
π
4，sinxn = xn cosxn+1。（5 分）

（1）证明 lim
n→∞

xn 存在并求其值。

（2）求 lim
n→∞

(cosxn+1)
1/x2

n。
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12. 设函数 f(x) 满足对于任意 x ∈ [a, b]，都有 f(x) ∈ [a, b]。且存在常数 k ∈ (0, 1)，对于任意

x1, x2 ∈ [a, b]，都有 |f(x2)− f(x1)| ≤ k|x2 − x1|。证明：（5 分）

（1）存在唯一 ξ ∈ [a, b] 使得 f(ξ) = ξ。

（2）对于任意 x0 ∈ [a, b]，定义 xn+1 = f(xn) (n ∈ N)。证明 {xn} 收敛且 lim
n→∞

xn = ξ。

附加题.设奇函数 f(x)在 [−1, 1]上二阶可导，证明：存在 ξ ∈ (−1, 1)使得 f ′′(ξ)−f ′(ξ)+f(1) = 0。（5
分）
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