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Exercise 1-3 Answer

2.

证明

𝐷(𝑥) 在对任意 𝑥0 ∈ ℝ，𝐷(𝑥0) 上有定义。

对每一个 𝑛，在区间 (𝑥0, 𝑥0 + 1
𝑛) 上可取一个 𝑥𝑛 ∈ ℚ（ℚ 稠密），有

𝑥0 < 𝑥𝑛 < 𝑥0 +
1
𝑛
.

lim
𝑛→∞

𝑥0 = 𝑥0 = lim
𝑛→∞

(𝑥0 +
1
𝑛
).

故

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0, lim
𝑛→∞

𝐷(𝑥𝑛) = 1.

同理，在区间 (𝑥0, 𝑥0 + 1
𝑛) 上可取一个 𝑦𝑛 ∈ ℝ ∖ ℚ（ℝ 稠密），有

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑥0, lim
𝑛→∞

𝐷(𝑦𝑛) = 0.

故 𝐷(𝑥) 的两个子列 {𝐷(𝑥𝑛)}, {𝐷(𝑦𝑛)} 在 𝑥0 点收敛于不同值。

由海涅定理，对任意 𝑥0 ∈ ℝ，𝐷(𝑥) 极限不存在。

5.

（1）

lim
𝑥→+∞

sin
√
𝑥.

证明

假设 lim𝑥→+∞ sin
√
𝑥 = 𝐿 ∈ [−1, 1]。 由极限定义，∀𝜀 > 0，∃𝑋，当 𝑥 > 𝑋 时，

|sin
√
𝑥 − 𝐿| < 𝜀,

即

𝐿 − 𝜀 < sin
√
𝑥 < 𝐿 + 𝜀.

取 𝑥1 = (2𝑘𝜋)2，𝑘 ∈ ℤ，𝑥1 > 𝑋，则

𝐿 − 𝜀 < sin(2𝑘𝜋) = 0 < 𝐿 + 𝜀,

−𝜀 < 𝐿 < 𝜀.

由 𝜀 的任意性，𝐿 = 0。

取 𝑥2 = (2𝑡𝜋 + 𝜋
2 )

2
，𝑡 ∈ ℤ，𝑥2 > 𝑋，则

𝐿 − 𝜀 < sin(2𝑡𝜋 + 𝜋
2
) = 1 < 𝐿 + 𝜀,

1 − 𝜀 < 𝐿 < 1 + 𝜀.

由 𝜀 的任意性，𝐿 = 1，矛盾。原极限不存在。
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（2）

lim
𝑥→0

sin( 1
𝑥2
).

证明

假设 lim𝑥→0 sin( 1
𝑥2 ) = 𝐿。 由极限定义，∀𝜀 > 0，∃𝛿，当 0 < |𝑥| < 𝛿 时，

|sin( 1
𝑥2
) − 𝐿| < 𝜀.

取 𝑥1 = 1√
2𝑘𝜋

< 𝛿，𝑘 ∈ ℤ，则

|sin(2𝑘𝜋) − 𝐿| < 𝜀 ⇒ |𝐿| < 𝜀.

取 𝑥2 = 1
√2𝑡𝜋+𝜋

2
< 𝛿，𝑡 ∈ ℤ，则

|sin(2𝑡𝜋 + 𝜋
2
) − 𝐿| < 𝜀 ⇒ |1 − 𝐿| < 𝜀.

由 𝜀 的任意性，|𝐿| < 𝜀 与 |1 − 𝐿| < 𝜀 不可能同时成立，矛盾。原极限不存在。

（4）

lim
𝑥→0

𝑒1𝑥 .

考虑 lim𝑥→0+ 𝑒
1
𝑥，由

lim
𝑥→0+

1
𝑥
= +∞,

得

lim
𝑥→0+

𝑒1𝑥 = +∞.

考虑 lim𝑥→0− 𝑒
1
𝑥，由

lim
𝑥→0−

1
𝑥
= −∞,

得

lim
𝑥→0−

𝑒1𝑥 = 0.

右侧极限不存在，原极限不存在。

证明

因为

lim
𝑛→∞

𝑛𝑘

𝑎𝑛
= 0, 𝑎 > 1,

所以

lim
𝑛→∞

𝑛𝑘

𝑎𝑛−1
= 0.
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而 [𝑥] ≤ 𝑥 < [𝑥] + 1。不妨考虑 𝑥 > 0，则

0 < 𝑥𝑘

𝑎𝑥
< ([𝑥] + 1)𝑘

𝑎[𝑥]
.

而

lim
𝑥→∞

([𝑥] + 1)𝑘

𝑎[𝑥]
= 0,

由夹逼定理，

lim
𝑥→∞

𝑥𝑘

𝑎𝑥
= 0.

8.

（2）

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)5 − (1 + 5𝑥)
𝑥2 + 𝑥5

= lim
𝑥→0

𝑥5 + 5𝑥4 + 10𝑥3 + 10𝑥2

𝑥2 + 𝑥5

= lim
𝑥→0

𝑥3 + 5𝑥2 + 10𝑥 + 10
1 + 𝑥3

= 10.

（13）

lim
𝑥→0

(1 +𝑚𝑥)𝑛 − (1 + 𝑛𝑥)𝑚

𝑥2
, (𝑚, 𝑛 ∈ ℕ∗).

= lim
𝑥→0

∑𝑛
𝑘=0 𝐶

𝑘
𝑛𝑚𝑘𝑥𝑘 −∑𝑚

𝑡=0 𝐶
𝑡
𝑚𝑛𝑡𝑥𝑡

𝑥2
.

由于高于 2 次的项都会化为 0，当 𝑛,𝑚 ≥ 2，（验证 𝑚 = 1 或 𝑛 = 1）。

= lim
𝑥→0

[𝐶2
𝑛𝑚2𝑥2 +𝐶1

𝑛𝑚𝑥+ 𝐶0
𝑛𝑚] − [𝐶2

𝑚𝑛2𝑥2 +𝐶1
𝑚𝑛𝑥 + 𝐶0

𝑚𝑛]
𝑥2

.

= lim
𝑥→0

[𝑛(𝑛−1)2 𝑚2 − 𝑚(𝑚−1)
2 𝑛2]𝑥2 +𝑚− 𝑛
𝑥2

.

= {
𝑛(𝑛−1)

2 𝑚2 − 𝑚(𝑚−1)
2 𝑛2𝑚 = 𝑛

不存在 𝑚 ≠ 𝑛
.
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（15）

lim
𝑥→∞

(𝑥 + 1)(𝑥2 + 1)⋯(𝑥𝑛 + 1)
[(𝑛𝑥)𝑛 + 1]

𝑛+1
2

.

上下同除 𝑥
𝑛(𝑛+1)

2 ：

= lim
𝑥→∞

∏𝑛
𝑘=1(𝑥

𝑘+1)

𝑥
𝑛(𝑛+1)

2

[(𝑛𝑥)𝑛+1]
𝑛+1
2

𝑥
𝑛(𝑛+1)

2

.

= lim
𝑥→∞

∏𝑛
𝑘=1(

𝑥𝑘+1
𝑥𝑘 )

(𝑛𝑛 + 1
𝑥𝑛 )

𝑛+1
2
.

=
lim𝑥→∞∏𝑛

𝑘=1(1 +
1
𝑥𝑘 )

lim𝑥→∞ (𝑛𝑛 + 1
𝑥𝑛 )

𝑛+1
2
.

= 1
𝑛

𝑛(𝑛+1)
2

= 𝑛−
𝑛(𝑛+1)

2 .

（8）

lim
𝑥→1

𝑥𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝑥 + 𝑛
(𝑥 − 1)2

.

由洛必达法则，

= lim
𝑥→1

(𝑛 + 1)𝑥𝑛 − (𝑛 + 1)
2𝑥 − 2

.

再由洛必达法则，

= lim
𝑥→1

𝑛(𝑛 + 1)𝑥𝑛−1

2
= 𝑛(𝑛 + 1)

2
.

（9）

lim
𝑥→+∞

√𝑥+√𝑥+
√
𝑥

√𝑥+
√
𝑥

= lim
𝑥→+∞√

1
1 + 1√

𝑥
+ 1 =

√
2.

（10）

lim
𝑥→4

√
1 + 2𝑥 − 3√
𝑥 − 2

= lim
𝑥→4

(
√
1 + 2𝑥 − 3)(

√
𝑥 + 2)

𝑥 − 4
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= lim
𝑥→4

1 + 2𝑥 − 9
𝑥 − 4

⋅
√
𝑥 + 2√

1 + 2𝑥 + 3

= lim
𝑥→4

2(
√
𝑥 + 2)√

1 + 2𝑥 + 3
= 4
3
.
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9.

（1）

lim
𝑥→𝜋

sin(𝑚𝑥)
sin(𝑛𝑥)

, (𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≠ 0).

令 𝑡 = 𝑥 − 𝜋，

= lim
𝑡→0

sin(𝑚(𝑡 + 𝜋))
sin(𝑛(𝑡 + 𝜋))

= lim
𝑡→0

sin(𝑚𝑡)
sin(𝑛𝑡)

(−1)𝑚−𝑛

= lim
𝑡→0

sin(𝑚𝑡)
𝑚𝑡

sin(𝑛𝑡)
𝑛𝑡

⋅ 𝑚
𝑛
(−1)𝑚−𝑛

= (−1)𝑚−𝑛𝑚
𝑛
.

（3）

lim
𝑥→1

(1 − 𝑥) tan(𝜋
2
𝑥).

令 𝑡 = 1 − 𝑥，

= lim
𝑡→0

𝑡 tan(𝜋
2
(1 − 𝑡))

= lim
𝑡→0

𝑡 cot(𝜋
2
𝑡)

= lim
𝑡→0

𝑡
sin(𝜋2 𝑡)

⋅ cos(𝜋
2
𝑡)

= 1.

（5）

lim
𝑥→0

√1− cos(𝑥2)
1 − cos 𝑥

= lim
𝑥→0

√1
2𝑥4

1
2𝑥2

=
√
2.

（8）

lim
𝑥→∞

(𝑥 + 𝑎
𝑥 − 𝑎

)
𝑥

= lim
𝑥→∞

[1 + 2𝑎
𝑥 − 𝑎

]
𝑥

— 6 —



陈永逸-3260101045 2026.10.12-W5-1-Calculus-I-Homework

= lim
𝑥→∞

[

(1 + 1

𝑥
2𝑎 −

1
2
)

𝑥
2𝑎−

1
2

⋅ (1 + 1
𝑥
2𝑎 −

1
2
)

1
2

]


2𝑎

= 𝑒2𝑎.

10.

lim
𝑥→∞

(𝑥2 + 1
𝑥 + 1

− 𝑎𝑥 − 𝑏) = 0.

求 𝑎, 𝑏。

lim
𝑥→∞

(𝑥2 + 1
𝑥 + 1

− 𝑎𝑥 − 𝑏)

= lim
𝑥→∞

(𝑥 − 𝑥
𝑥 + 1

− 𝑎𝑥 − 𝑏)

= lim
𝑥→∞

[(1 − 𝑎)𝑥 − 𝑥
𝑥 + 1

− 𝑏].

假设 𝑎 ≠ 1，

lim
𝑥→∞

[(1 − 𝑎)𝑥 − 𝑏] = ∞, lim
𝑥→∞

𝑥
𝑥 + 1

= 1.

不可能原极限为 0。

故 𝑎 = 1，进而

𝑏 = − lim
𝑥→∞

𝑥
𝑥 + 1

= −1.

⇒ 𝑎 = 1, 𝑏 = −1.

11.

（1）

lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 𝑥 + 1 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1) = 0.

= lim
𝑥→−∞

[−𝑥√1 − 1
𝑥
+ 1
𝑥2

− 𝑎1𝑥 − 𝑏1]

= lim
𝑥→−∞

(−𝑥 − 𝑎1𝑥 − 𝑏1).

由原极限存在，𝑎1 = −1。

⇒ lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 𝑥 + 1 + 𝑥 − 𝑏1) = 0.

𝑏1 = lim
𝑥→−∞

(√𝑥2 − 𝑥 + 1 + 𝑥)
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= lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 𝑥 + 1) − 𝑥2√
𝑥2 − 𝑥 + 1 − 𝑥

= lim
𝑥→−∞

−𝑥 + 1√
𝑥2 − 𝑥 + 1 − 𝑥

= lim
𝑥→−∞

−1 + 1
𝑥

−√1 − 1
𝑥 +

1
𝑥2 − 1

= 1
2
.

综上，𝑎1 = −1，𝑏1 = 1
2。

（2）

lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 − 𝑥 + 1 − 𝑎2𝑥 − 𝑏2) = 0.

= lim
𝑥→+∞

𝑥(√1 − 1
𝑥
+ 1
𝑥2

− 𝑎2 −
𝑏2
𝑥
).

原极限存在且为 0，

⇒ lim
𝑥→+∞

(1 − 𝑎2) = 0 ⇒ 𝑎2 = 1.

而

lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 − 𝑥 + 1 − 𝑥 − 𝑏2)

= lim
𝑥→+∞

(𝑥2 − 𝑥 + 1) − (𝑥 + 𝑏2)
2

√
𝑥2 − 𝑥 + 1 + 𝑥 + 𝑏2

= lim
𝑥→+∞

(−1 − 2𝑏2)𝑥 + 1 − 𝑏22√
𝑥2 − 𝑥 + 1 + 𝑥 + 𝑏2

= lim
𝑥→+∞

(−1 − 2𝑏2) +
1−𝑏22
𝑥

√1− 1
𝑥 +

1
𝑥2 + 1 + 𝑏2

𝑥

= −1 − 2𝑏2
2

= 0.

⇒ 𝑎2 = 1, 𝑏2 = −1
2
.

12.

（1）证明

要证 cos 𝑥 = 1 − 1
2𝑥

2 + 𝑜(𝑥2)（𝑥 → 0），

⇔ cos 𝑥 − 1 + 1
2
𝑥2 = 𝑜(𝑥2), (𝑥 → 0).
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lim
𝑥→0

cos 𝑥 − 1 + 1
2𝑥

2

𝑥2

= lim
𝑥→0

(
−1
2(1 − cos 𝑥)

𝑥2
+ 1
2
)

= −1
2
+ 1
2
= 0.

（2）

lim
𝑥→0+

√𝑥+√𝑥+
√
𝑥

𝑥1
8

= lim
𝑥→0+

√𝑥3
4 +√𝑥1

2 + 1 = 1.

（3）

lim
𝑥→∞

1 − cos( 1𝑥)
1
2𝑥2

.

令 1𝑥 = 𝑡，

= lim
𝑡→0+

1 − cos 𝑡
1
2𝑡2

= lim
𝑡→0+

2 sin2( 𝑡2)
2( 𝑡2)

2 = 1.

（4）

𝑜(𝑥𝑛) ⋅ 𝑜(𝑥𝑚) = 𝑜(𝑥𝑚+𝑛), (𝑥 → 0).

设 𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑛)，lim𝑥→0
𝑓(𝑥)
𝑥𝑛 = 0； 𝑔(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑚)，lim𝑥→0

𝑔(𝑥)
𝑥𝑚 = 0。 则

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)
𝑥𝑛 ⋅ 𝑥𝑚

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)
𝑥𝑚+𝑛 = 0.

即

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑚+𝑛)

⇔ 𝑜(𝑥𝑚) ⋅ 𝑜(𝑥𝑛) = 𝑜(𝑥𝑚+𝑛).

（5）

设 𝑓(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑛)，lim𝑥→0
𝑓(𝑥)
𝑥𝑛 = 0； 𝑔(𝑥) = 𝑜(𝑥𝑚)，lim𝑥→0

𝑔(𝑥)
𝑥𝑚 = 0，且 𝑛 > 𝑚 > 0。 则

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)
𝑥𝑛

= lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)
𝑥𝑚

⋅ 1
𝑥𝑛−𝑚

= 0.

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)
𝑥𝑚

= lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)
𝑥𝑚

+ lim
𝑥→0

𝑔(𝑥)
𝑥𝑚

= 0.

即 𝑜(𝑥𝑛) + 𝑜(𝑥𝑚) = 𝑜(𝑥𝑚)。
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13.

证明

“⇒”：𝛼(𝑥) ∼ 𝛽(𝑥)（𝑥 → 𝑥0）。 由定义且 𝑥 ∈ 𝑈̇(𝑥0)，𝛽(𝑥) ≠ 0，

lim
𝑥→𝑥0

𝛼(𝑥)
𝛽(𝑥)

= 1

⇔ lim
𝑥→𝑥0

[𝛼(𝑥)
𝛽(𝑥)

− 1] = 0

⇔ lim
𝑥→𝑥0

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
𝛽(𝑥)

= 0

⇔ 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥) = 𝑜(𝛽(𝑥)).

“≤”：由 𝛼(𝑥) = 𝛽(𝑥) + 𝑜(𝛽(𝑥))（𝑥 → 𝑥0），

⇒ lim
𝑥→𝑥0

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
𝛼(𝑥)

= 0

⇒ lim
𝑥→𝑥0

(𝛼(𝑥)
𝛽(𝑥)

− 1) = 0

⇒ lim
𝑥→𝑥0

𝛼(𝑥)
𝛽(𝑥)

= 1.

即 𝛼(𝑥) ∼ 𝛽(𝑥)（𝑥 → 𝑥0）。

16.

（1）

lim
𝑥→0

√
1 + tan2 𝑥 − 1
𝑥 sin 𝑥

= lim
𝑥→0

(1 + tan2 𝑥) − 1
𝑥 sin 𝑥(

√
1 + tan2 𝑥 + 1)

= lim
𝑥→0

𝑥2

𝑥2(
√
1 + tan2 𝑥 + 1)

= lim
𝑥→0

1√
1 + tan2 𝑥 + 1

= 1
2
.

（2）

lim
𝑥→0

sin(tan2 𝑥)
𝑛
√
1 + 𝑥2 − 1

= lim
𝑥→0

𝑥2
1
𝑛𝑥2

= 𝑛.

（3）

— 10 —



陈永逸-3260101045 2026.10.14-W5-2-Calculus-I-Homework

lim
𝑥→0+

(1 −
√
cos 𝑥) tan 𝑥

(1 − cos 𝑥)32

= lim
𝑥→0+

(1 − cos 𝑥) tan 𝑥
(1 +

√
cos 𝑥)(1 − cos 𝑥)32

= lim
𝑥→0+

1
2𝑥

2 ⋅ 𝑥

(1 +
√
cos 𝑥)(12𝑥2)

3
2

= lim
𝑥→0+

1
2

(1 +
√
cos 𝑥)(12)

3
2
=
√
2
2
.
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Exercise 1-4 Answer

3.

（3）

𝑓(𝑥) = 𝑒1𝑥 .

第二类间断点 𝑥 = 0（无穷间断点）。

（4）

𝑓(𝑥) = 1
𝑥
sin(1

𝑥
).

第二类间断点 𝑥 = 0。

（7）

𝑓(𝑥) = arctan(1
𝑥
).

跳跃间断点 𝑥 = 0。

（10）

𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

1 + 𝑥𝑛
, (𝑥 ≥ 0)

=

{

0, 0 ≤ 𝑥 < 1

1
2 , 𝑥 = 1
1, 𝑥 > 1

.

跳跃间断点 𝑥 = 1。

（11）

𝑓(𝑥) = lim
𝑡→+∞

𝑥 + 𝑒𝑡𝑥

1 + 𝑒𝑡𝑥

=

{

𝑥, 𝑥 < 0

1
2 , 𝑥 = 0
1, 𝑥 > 0

.

跳跃间断点。

5.

𝑓(𝑥) = {
𝑎 + 𝑏𝑥2, 𝑥 ≤ 0
sin(𝑏𝑥)
𝑥 , 𝑥 > 0

.

考虑 𝑥 = 0 点，

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑎, lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑏.

由 𝑓(𝑥) 在 (−∞,+∞) 连续，
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lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) ⇔ 𝑎 = 𝑏.

9.

（2）证明

考虑区间 (𝑘𝜋 − 𝜋
2 , 𝑘𝜋 +

𝜋
2 )，𝑘 ∈ ℕ∗。 记 𝑓(𝑥) = 𝑥 − tan 𝑥，则

𝑓(𝑘𝜋 − 𝜋
4
) = 𝑘𝜋 − 𝜋

4
+ 1 > 0.

由

lim
𝑥→(𝑘𝜋+𝜋

2 )
−
tan 𝑥 = +∞,

∀𝑀 > 0, ∃𝑋 ∈ [𝑘𝜋, 𝑘𝜋 + 𝜋
2
),

使得当 𝑥 > 𝑋 时，tan 𝑥 > 𝑀。

令 𝑀 = 𝑥，则 ∃𝑋 ∈ [𝑘𝜋, 𝑘𝜋 + 𝜋
2 )，使得当 𝑥 > 𝑋 时，𝑥 − tan 𝑥 < 0。 不妨取点

𝑥0 =
𝑋 + 𝑘𝜋 + 𝜋

2
2

> 𝑋,

则 𝑓(𝑥0) < 0。

由零点存在性定理，区间 (𝑘𝜋 − 𝜋
4 , 𝑥0) ⊆ (𝑘𝜋, 𝑘𝜋 + 𝜋

2 ) 上至少有一个实根。 因为 𝑘 ∈ ℕ∗ 有无

穷个，所以 𝑥 − tan 𝑥 = 0 有无穷个实根。

（3）

𝑥 − 𝜀 sin 𝑥 = 1（0 < 𝜀 < 1）在 (−∞,+∞) 有且仅有一实根。

证明

记 𝑓(𝑥) = 𝑥 − 𝜀 sin 𝑥 − 1。

1）存在性：

𝑓(3) = 3 − 𝜀 sin 3 − 1 > 2 − 1 > 0,

𝑓(−3) = −3 − 𝜀 sin(−3) − 1 ← 4 + 1 < 0.

由零点存在性定理，至少存在一个实根。

2）唯一性：假设有两个根 𝑥1, 𝑥2，

𝑥1 − 𝜀 sin 𝑥1 = 𝑥2 − 𝜀 sin 𝑥2,

𝑥1 − 𝑥2 − 𝜀(sin 𝑥1 − sin 𝑥2) = 0,

⇔ 𝜀|sin 𝑥1 − sin 𝑥2|
|𝑥1 − 𝑥2|

= 1.

而 |sin 𝑥1 − sin 𝑥2| ≤ |𝑥1 − 𝑥2|，

𝜀|sin 𝑥1 − sin 𝑥2|
|𝑥1 − 𝑥2|

< 1,
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矛盾。故有且仅有一个零点。

11.

𝑓(𝑥) 在 [0, 1] 连续，0 < 𝑓(𝑥) < 1。要证 ∃𝜉 ∈ (0, 1)，使得 𝑓(𝜉) = 𝜉。

记 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑥，

𝜑(0) = 𝑓(0) > 0, 𝜑(1) = 𝑓(1) − 1 < 0.

由零点存在性定理，∃𝜉 ∈ (0, 1)，使得

𝜑(𝜉) = 0 ⇔ 𝑓(𝜉) = 𝜉.

12.

（1）

lim
𝑥→0

(1 + 𝛼𝑥)𝑎 − (1 + 𝛽𝑥)𝑏

𝑥

= lim
𝑥→0

[1 + 𝑎𝛼𝑥 + 𝑎(𝑎−1)
2 (𝛼𝑥)2 +⋯] − [1 + 𝑏𝛽𝑥 + 𝑏(𝑏−1)

2 (𝛽𝑥)2 +⋯]
𝑥

.

= lim
𝑥→0

[1 + 𝑎𝛼𝑥 + 𝑜(𝑥)] − [1 + 𝑏𝛽𝑥 + 𝑜(𝑥)]
𝑥

= 𝑎𝛼 − 𝑏𝛽.

（2）

lim
𝑥→𝑎

𝑥𝛼 − 𝑎𝛼

𝑥𝛽 − 𝑎𝛽
, (𝑎 > 0, 𝛽 ≠ 0)

= lim
𝑥→𝑎

𝑎𝛼

𝑎𝛽
⋅
(𝑥𝑎)

𝛼 − 1

(𝑥𝑎)
𝛽 − 1

= lim
𝑥→𝑎

𝑎𝛼−𝛽 ⋅
𝛼(𝑥𝑎 − 1)
𝛽(𝑥𝑎 − 1)

= 𝛼
𝛽
𝑎𝛼−𝛽.

（5）

lim
𝑥→+∞

ln(1 + 3𝑥)
ln(1 + 2𝑥)

= lim
𝑥→+∞

ln(3𝑥) + ln(1 + 1
3𝑥 )

ln(2𝑥) + ln(1 + 1
2𝑥 )

= lim
𝑥→+∞

𝑥 ln 3
𝑥 ln 2

= ln 3
ln 2

.

（8）
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lim
𝑥→+∞

[sin ln(𝑥 + 1) − sin ln 𝑥]

= lim
𝑥→+∞

2 cos(ln(𝑥 + 1) + ln 𝑥
2

) sin(ln(𝑥 + 1) − ln 𝑥
2

)

= lim
𝑥→+∞

2 cos(1
2
ln[𝑥(𝑥 + 1)]) sin(1

2
ln(𝑥 + 1

𝑥
)).

2 cos(12 ln[𝑥(𝑥 + 1)]) 为有界量，而

lim
𝑥→+∞

sin(1
2
ln(𝑥 + 1

𝑥
)) = 0.

有界量乘无穷小量仍无穷小，故原极限为 0。
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Chapter 1 Comprehensive Exercises Answer

2.

lim
𝑛→∞

𝑛𝑎

𝑛𝑏 − (𝑛 − 1)𝑏
= 1995.

⇔ lim
𝑛→∞

𝑛𝑎−𝑏 ⋅ 1
1 − (1 − 1

𝑛)
𝑏

⇔ lim
𝑛→∞

𝑛𝑎−𝑏 ⋅ 1
1 − (1 − 𝑏

𝑛)

⇔ lim
𝑛→∞

𝑛𝑎−𝑏+1 ⋅ 1
𝑏
.

要使极限收敛，只有

{
𝑎− 𝑏 + 1 = 0
1
𝑏 = 1995 ⇒ {

𝑎 = −1994
1995

𝑏 = 1
1995

.

3.

（1）

lim
𝑥→0

3 sin 𝑥 + 𝑥2 cos( 1𝑥)
(1 + cos 𝑥) ln(1 + 𝑥)

.

cos( 1𝑥) 是有界量，𝑥2 是无穷小量。

lim
𝑥→0

3 sin 𝑥
(1 + cos 𝑥) ln(1 + 𝑥)

= lim
𝑥→0

3𝑥
(1 + cos 𝑥)𝑥

= 3
2
.

（2）

lim
𝑥→0

(𝑎
𝑥
1 + 𝑎𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑥𝑛

𝑛
)

1
𝑥

= lim
𝑥→0

𝑒
1
𝑥 ln[

𝑎𝑥1+𝑎
𝑥
2+⋯+𝑎

𝑥𝑛
𝑛 ]

= lim
𝑥→0

𝑒
1
𝑥 ln[

𝑎𝑥1−1+𝑎
𝑥
2−1+⋯+𝑎

𝑥𝑛−1
𝑛 +1]

= 𝑒lim𝑥→0
1
𝑥[

𝑎𝑥1−1+𝑎
𝑥
2−1+⋯+𝑎

𝑥𝑛−1
𝑛 ]

= 𝑒lim𝑥→0
1
𝑛𝑥(𝑥 ln 𝑎1+𝑥 ln𝑎2+⋯+𝑥 ln𝑎𝑛)

= 𝑒 1
𝑛(ln 𝑎1+ ln𝑎2+⋯+ ln𝑎𝑛)

= (𝑎1𝑎2⋯𝑎𝑛)
1
𝑛 .
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4.

lim
𝑥→∞

(𝑥2 + 1
𝑥 + 1

− 𝑎𝑥 + 𝑏) = 3.

= lim
𝑥→∞

(𝑥 − 𝑥 − 1
𝑥 + 1

− 𝑎𝑥 + 𝑏)

= lim
𝑥→∞

[(1 − 𝑎)𝑥 + (𝑏 − 1) + 2
𝑥 + 1

]

= lim
𝑥→∞

[(1 − 𝑎)𝑥 + (𝑏 − 1)].

由极限收敛且为 3，

{1 − 𝑎 = 0
𝑏 − 1 = 3 ⇒ {𝑎 = 1

𝑏 = 4.

11.

𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 连续，𝑎 < 𝑐 < 𝑑 < 𝑏，𝑘 = 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑑)。

（1）证明

要证 ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)，使得 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑑) = 2𝑓(𝜉)，

⇔ 𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑑)
2

.

因为

min{𝑓(𝑐), 𝑓(𝑑)} < 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑑)
2

< max{𝑓(𝑐), 𝑓(𝑑)},

所以由介值定理，∃𝜉 ∈ [𝑐, 𝑑]，使得

𝑓(𝜉) = 𝑓(𝑐) + 𝑓(𝑑)
2

.

（2）证明

要证 ∃𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏)，使得 𝑚𝑓(𝑐) + 𝑛𝑓(𝑑) = (𝑚 + 𝑛)𝑓(𝜉)。 由（1），相当于只要证明

𝑠 = min{𝑓(𝑐), 𝑓(𝑑)} < 𝑚𝑓(𝑐) + 𝑛𝑓(𝑑)
𝑚 + 𝑛

< max{𝑓(𝑐), 𝑓(𝑑)} = 𝑡.

若 𝑠 > 𝑚
𝑚+𝑛𝑓(𝑐) +

𝑛
𝑚+𝑛𝑓(𝑑)，不妨 𝑓(𝑐) = 𝑠 ≤ 𝑓(𝑑) = 𝑡，

⇔ 𝑠 ≥ 𝑚𝑠 + 𝑛𝑡
𝑚 + 𝑛

⇔ 𝑠 > 𝑡,

矛盾。

若 𝑡 < 𝑚
𝑚+𝑛𝑓(𝑐) +

𝑛
𝑚+𝑛𝑓(𝑑)，

⇔ 𝑡 < 𝑠,

矛盾。综上，原命题成立。
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16.

lim
𝑥→+∞

arcsin(√𝑥2 +
√
𝑥 − 𝑥)

𝐶
𝑥𝑘

= 1.

= lim
𝑥→+∞

(√𝑥2 +
√
𝑥 − 𝑥)𝑥𝑘

𝐶

= lim
𝑥→+∞

√𝑥2𝑘+2 +
√
𝑥4𝑘+1 − 𝑥𝑘+1

𝐶
.

极限收敛，则 𝑘 = −1，

lim
𝑥→+∞

−1
𝐶

= 1.

所以 𝑘 = 𝐶 = −1。

17.

𝑓(𝑥) =
√
1 + sin 𝑥 + sin2 𝑥 − (𝛼 + 𝛽 sin 𝑥)

sin2 𝑥
.

lim
𝑥→0

√
1 + sin 𝑥 + sin2 𝑥 − (𝛼 + 𝛽 sin 𝑥)

sin2 𝑥

= lim
𝑥→0

1 + sin 𝑥 + sin2 𝑥 − 𝛼2 − 𝛽2 sin 𝑥 − 2𝛼𝛽 sin 𝑥
sin2 𝑥[

√
1 + sin 𝑥 + sin2 𝑥 + (𝛼 + 𝛽 sin 𝑥)]

.

= lim
𝑥→0

(1 − 𝛼2) + (1 − 2𝛼𝛽) sin 𝑥 + (1 − 𝛽2) sin2 𝑥
sin2 𝑥[

√
1 + sin 𝑥 + sin2 𝑥 + (𝛼 + 𝛽 sin 𝑥)]

.

= lim
𝑥→0

(1 − 𝛼2) + (1 − 2𝛼𝛽) sin 𝑥 + (1 − 𝛽2) sin2 𝑥
sin2 𝑥(1 + 𝛼)

.

由极限存在，

{

1 − 𝛼2 = 0
1 − 2𝛼𝛽 = 0
1 + 𝛼 ≠ 0

⇒ {
𝛼 = 1
𝛽 = 1

2
.

18.

lim
𝑥→0

√1+ 1
𝑥𝑓(𝑥) − 1
𝑐𝑥2

= 1.

即

√1+ 1
𝑥
𝑓(𝑥) ∼ 𝑐𝑥2 + 1,

1 + 1
𝑥
𝑓(𝑥) ∼ (𝑐𝑥2 + 1)2 = 𝑐2𝑥4 + 1 + 2𝑐𝑥2,
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𝑓(𝑥) ∼ 𝑐𝑥5 + 2𝑐𝑥3 ∼ 𝜏𝑥𝑘.

则 𝜏 = 𝑐，𝑘 = 5。
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