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Exercise 2-1 Answer

84. 𝑦 = √ (𝑎+𝑥)(𝑏+𝑥)
(𝑎−𝑥)(𝑏−𝑥)。

两边取对数，

ln 𝑦 = 1
2

[ln(𝑎 + 𝑥) + ln(𝑏 + 𝑥) − ln(𝑎 − 𝑥) − ln(𝑏 − 𝑥)].

𝑦′

𝑦
= 1

2
[ 1

𝑎 + 𝑥
+ 1

𝑏 + 𝑥
+ 1

𝑎 − 𝑥
+ 1

𝑏 − 𝑥
].

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 1
2

[ 2𝑎
𝑎2 − 𝑥2 + 2𝑏

𝑏2 − 𝑥2 ]√(𝑎 + 𝑥)(𝑏 + 𝑥)
(𝑎 − 𝑥)(𝑏 − 𝑥)

.

85. 𝑦 = 𝑥sin 𝑥𝑒𝑥。

两边取对数，

ln 𝑦 = sin 𝑥 ln 𝑥 + 𝑥, 𝑦′

𝑦
= cos 𝑥 ln 𝑥 + sin 𝑥

𝑥
+ 1.

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= [cos 𝑥 ln 𝑥 + sin 𝑥
𝑥

+ 1](𝑥sin 𝑥𝑒𝑥).

86. 𝑦 = (1 + 1
𝑥)𝑥

。

ln 𝑦 = 𝑥 ln(1 + 1
𝑥

).

𝑦′

𝑦
= ln(1 + 1

𝑥
) + 𝑥

1 + 1
𝑥

⋅ (− 1
𝑥2 ).

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= (ln(1 + 1
𝑥

) − 𝑥
𝑥2 + 𝑥

)(1 + 1
𝑥

)
𝑥
.

87. 𝑓(𝑥) = 𝜑1(𝑥)𝜑2(𝑥)⋯𝜑𝑛(𝑥)。

证明 因为 𝜑𝑖(𝑥) ≠ 0，两边取对数，

ln 𝑓(𝑥) = ln 𝜑1(𝑥) + ln 𝜑2(𝑥) + ⋯ + ln 𝜑𝑛(𝑥).

对 𝑥 求导，

𝑓 ′ 𝑥
𝑓(𝑥)

= 𝜑1′
𝑥
𝜑1

(𝑥) + 𝜑2′
𝑥
𝜑2

(𝑥) + ⋯ + 𝜑𝑛′
𝑥

𝜑𝑛(𝑥)
.

⇒ 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)[𝜑1′
𝑥
𝜑1

(𝑥) + ⋯ + 𝜑𝑛′
𝑥

𝜑𝑛(𝑥)
].

97. 𝑦 = 𝑥 ln(𝑥 +
√

𝑥2 + 𝑎2) −
√

𝑥2 + 𝑎2。
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𝑑𝑦
𝑑𝑥

= ln(𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2) + 𝑥 ⋅ 1
𝑥 +

√
𝑥2 + 𝑎2

(1 + 𝑥√
𝑥2 + 𝑎2

) − 𝑥√
𝑥2 + 𝑎2

= ln(𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2) + 𝑥√
𝑥2 + 𝑎2

− 𝑥√
𝑥2 + 𝑎2

= ln(𝑥 + √𝑥2 + 𝑎2).

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 1√

𝑥2 + 𝑎2
.

99. ln √𝑥2 + 𝑦2 = arctan( 𝑦
𝑥)。

1
2

ln(𝑥2 + 𝑦2) = arctan(𝑦
𝑥

).

1
2

(2𝑥 + 2𝑦 𝑑𝑦
𝑑𝑥

) 1
𝑥2 + 𝑦2 =

𝑑𝑦
𝑑𝑥𝑥 − 𝑦

𝑥2 ⋅ 1
1 + 𝑦2

𝑥2

.

⇒
𝑥 + 𝑦(𝑑𝑦)

𝑑𝑥
𝑥2 + 𝑦2 =

𝑑𝑦
𝑑𝑥𝑥 − 𝑦
𝑥2 + 𝑦2 .

⇒ 𝑥 + 𝑦(𝑑𝑦)
𝑑𝑥

= 𝑑𝑦
𝑑𝑥

𝑥 − 𝑦 ⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑥 + 𝑦
𝑥 − 𝑦

.

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 =

(1 + 𝑑𝑦
𝑑𝑥)(𝑥 − 𝑦) − (𝑥 + 𝑦)(1 − 𝑑𝑦

𝑑𝑥)
(𝑥 − 𝑦)2

=
2𝑥 − (𝑥 + 𝑦) −2𝑦

𝑥−𝑦

(𝑥 − 𝑦)2 = 2𝑥2 + 2𝑦2

(𝑥 − 𝑦)3 .

102.
√

1 + 𝑦√𝑦 − ln(√𝑦 +
√

1 + 𝑦) = 𝑥。

证明

𝑑𝑦
𝑑𝑥

√𝑦
2
√

1 + 𝑦
+ 𝑑𝑦

𝑑𝑥

√
1 + 𝑦
2√𝑦

− ( 1
2√𝑦

𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 1
2
√

1 + 𝑦
𝑑𝑦
𝑑𝑥

) 1
√𝑦 +

√
1 + 𝑦

= 1.

⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥

𝑦 + 1 + 𝑦
2
√

1 + 𝑦√𝑦
− 1

2
𝑑𝑦
𝑑𝑥

( 1
√𝑦

+ 1√
1 + 𝑦

) 1
√𝑦 +

√
1 + 𝑦

= 1.

⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥

2𝑦 + 1
2
√

1 + 𝑦√𝑦
− 1

2
𝑑𝑦
𝑑𝑥

1
√𝑦

√
1 + 𝑦

= 1.

⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥

𝑦√
1 + 𝑦√𝑦

= 1 ⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
√

1 + 𝑦√𝑦
𝑦

= √1 + 𝑦
𝑦

.

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = (− 1

𝑦2 )𝑑𝑦
𝑑𝑥

⋅ 1
2

(1 + 𝑦
𝑦

)
−1

2
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= − 1
2𝑦2 (1 + 𝑦

𝑦
)

−1
2

(1 + 𝑦
𝑦

)
1
2

= − 1
2𝑦2 .

⇒ 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 + 1

2𝑦2 = 0.

— 3 —
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105. 𝑓(𝑥) = {0 𝑥≤0
𝑥𝑎 sin( 1

𝑥)𝑥>0。

（1） 由初等函数性质，考虑 𝑥 = 0 即可。

𝑓 ′
−(0) = lim

𝑥→0

0 − 0
𝑥 − 0

= 0.

𝑓 ′
+(0) = lim

𝑥→0

𝑥𝑎 sin( 1
𝑥) − 0

𝑥 − 0
= lim

𝑥→0
𝑥𝑎−1 sin(1

𝑥
).

当 𝑎 > 1，𝑓 ′
+(0) = 0。

𝑓 ′(𝑥) = {
0 𝑥 ≤ 0
𝑎𝑥𝑎−1 sin( 1

𝑥) − 𝑥𝑎−2 cos( 1
𝑥)𝑥 > 0.

𝑓″
−(0) = 0.

𝑓″
+(0) = lim

𝑥→0

𝑎𝑥𝑎−1 sin( 1
𝑥) − 𝑥𝑎−2 cos( 1

𝑥) − 0
𝑥

= lim
𝑥→0

(𝑎𝑥𝑎−2 sin(1
𝑥

) − 𝑥𝑎−3 cos(1
𝑥

)).

要使 𝑓″
+(0) = 0，则 𝑎 > 3。综上，𝑎 > 3。

（2） 由（1），

𝑓″(𝑥) = {
0 𝑥 ≤ 0
[𝑎(𝑎 − 1)𝑥𝑎−2 − 𝑥𝑎−4] sin( 1

𝑥) − [(2𝑎 − 3)𝑥𝑎−3 cos( 1
𝑥)]𝑥 > 0.

lim
𝑥→0−

𝑓″(𝑥) = 0 = lim
𝑥→0+

𝑓″(𝑥).

故 𝑎 > 4。

108. 令 𝑥 = ln 𝑡，化简方程 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 − 𝑑𝑦

𝑑𝑥 + 𝑒2𝑥𝑦 = 0。

𝑑𝑡
𝑑𝑥

= 𝑡, 𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑑𝑡
𝑑𝑥

= 𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑡.

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 𝑑

𝑑𝑥
(𝑡(𝑑𝑦)

𝑑𝑡
) = 𝑑𝑡

𝑑𝑥
𝑑𝑦
𝑑𝑡

+
𝑡(𝑑2𝑦)

𝑑𝑡2 = 𝑡(𝑑𝑦)
𝑑𝑡

+
𝑡(𝑑2𝑦)

𝑑𝑡2 .

故

𝑡(𝑑𝑦)
𝑑𝑡

+
𝑡(𝑑2𝑦)

𝑑𝑡2 − 𝑑𝑦
𝑑𝑡

𝑡 + 𝑡2𝑦 = 0 ⇒
𝑡(𝑑2𝑦)

𝑑𝑡2 + 𝑡2𝑦 = 0.

当 𝑡 ≠ 0，𝑑2𝑦
𝑑𝑡2 + 𝑡𝑦 = 0。

112. 𝑦 = 1
𝑥(1−𝑥)，求 𝑦(𝑛)。

𝑦 = −( 1
𝑥 − 1

− 1
𝑥

) = 1
𝑥

− 1
𝑥 − 1

= 𝑥−1 − (𝑥 − 1)−1.

𝑦(𝑛) = (−1)𝑛𝑛!𝑥−(𝑛+1) − (−1)𝑛𝑛!(𝑥 − 1)−(𝑛+1).
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115. 设 𝑦 = sin(𝑎𝑥) sin(𝑏𝑥)，求 𝑦(𝑛)。

𝑦 = −1
2

[cos(𝑎𝑥 + 𝑏𝑥) − cos(𝑎𝑥 − 𝑏𝑥)] = 1
2

cos((𝑎 − 𝑏)𝑥) − 1
2

cos((𝑎 + 𝑏)𝑥).

𝑦(𝑛) = 1
2

(𝑎 − 𝑏)𝑛 cos[(𝑎 − 𝑏)𝑥 + 𝑛𝜋
2

] − 1
2

(𝑎 + 𝑏)𝑛 cos[(𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑛𝜋
2

].

— 5 —
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Exercise 2-2 Answer

1. 𝑦 = 𝑥√
1−𝑥2 。

𝑑𝑦 =

√
1 − 𝑥2 − 𝑥 ⋅ 1

2
−2𝑥√
1−𝑥2

1 − 𝑥2 𝑑𝑥

= 1 − 𝑥2 + 𝑥2
√

1 − 𝑥2(1 − 𝑥2)
𝑑𝑥 = 1

(1 − 𝑥2)
3
2

𝑑𝑥.

5. 𝑦 = 1
2𝑎 ln|𝑥+𝑎

𝑥−𝑎 |。

𝑑𝑦 = 1
2𝑎

𝑑[ln|𝑥 + 𝑎| − ln|𝑥 − 𝑎|]

= 1
2𝑎

( 1
𝑥 + 𝑎

− 1
𝑥 − 𝑎

)𝑑𝑥 = 1
𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥.

7. 设 𝑦 = 1
𝑎 arctan(𝑥

𝑎)，求 𝑥 = 𝑎、Δ𝑥 = 1 时的 𝑑𝑦。

𝑑𝑦 = (𝑑𝑦
𝑑𝑥

)
𝑥=𝑎

Δ𝑥 = [1
𝑎

⋅ 1
𝑎

⋅ 1
1 + 𝑥2

𝑎2

]
𝑥=𝑎

Δ𝑥 = 1
𝑎2 + 1

.

10. 𝑥2
3 + 𝑦2

3 = 𝑎2
3 。

𝑑(𝑥2
3 ) + 𝑑(𝑦2

3 ) = 0 ⇒ 1
3

𝑦−1
3 𝑑𝑦 + 2

3
𝑥−1

3 𝑑𝑥 = 0.

⇒ 𝑑𝑦 = −2𝑥−1
3 𝑑𝑥

𝑦−1
3

= −2𝑥−1
3 √𝑎2

3 − 𝑥2
3 𝑑𝑥.

11. 𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝑦)。

𝑑𝑦 = 𝑑𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑑𝑓(𝑥 + 𝑦)
𝑑(𝑥 + 𝑦)

𝑑(𝑥 + 𝑦) = 𝑓 ′(𝑥 + 𝑦)(1 + 𝑦′)𝑑𝑥.

18. {𝑥=𝑎(cos 𝑡+𝑡 sin 𝑡)
𝑦=𝑎(sin 𝑡−𝑡 cos 𝑡)。

𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑎 cos 𝑡 − 𝑎 cos 𝑡 + 𝑎𝑡 sin 𝑡
−𝑎 sin 𝑡 + 𝑎 sin 𝑡 + 𝑎𝑡 cos 𝑡

= tan 𝑡.

假设 𝑎𝑡 ≠ 0。

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 𝑑

𝑑𝑥
(𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 𝑑 tan 𝑡

𝑑𝑥
=

𝑑 tan 𝑡
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= sec2 𝑡
𝑎𝑡 cos 𝑡

= 1
𝑎𝑡

sec3 𝑡.

20. {𝑥=𝑓′(𝑡)
𝑦=𝑡𝑓′(𝑡)−𝑓(𝑡)，假设 𝑓″(𝑡) ≠ 0。
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𝑑𝑦
𝑑𝑥

=
𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝑓 ′(𝑡) − 𝑡𝑓″(𝑡) − 𝑓 ′(𝑡)
𝑓″ (𝑡) = −𝑡.

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = 𝑑

𝑑𝑥
(𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑(−𝑡)
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= − 1
𝑓″ (𝑡).

𝑑3𝑦
𝑑𝑥3 = 𝑑

𝑑𝑥
(𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 ) =
𝑑[− 1

𝑓″ (𝑡)]
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
1

[𝑓″(𝑡)]2

𝑓″(𝑡)
= 1

[𝑓″(𝑡)]3
.

— 7 —
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Chapter 2 Comprehensive Exercises Answer

1. 𝑦2𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓(𝑦) = 𝑥2。

2𝑦(𝑑𝑦)
𝑑𝑥

𝑓(𝑥) + 𝑦2 𝑑𝑓(𝑥)
𝑑𝑥

+ 𝑓(𝑦) + 𝑥(𝑑𝑓(𝑦))
𝑑𝑥

𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 2𝑥.

2𝑦𝑓(𝑥)𝑑𝑦
𝑑𝑥

+ 𝑦2𝑓 ′(𝑥) + 𝑓(𝑦) + 𝑥(𝑑𝑦)
𝑑𝑥

𝑓 ′(𝑦) = 2𝑥.

⇒ 𝑑𝑦
𝑑𝑥

= 2𝑥 − 𝑦2𝑓 ′(𝑥) − 𝑓(𝑦)
2𝑦𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓 ′(𝑦)

.

4. 设 𝜑(𝑥) 在 𝑎 连续，𝑓(𝑥) = |𝑥 − 𝑎|𝜑(𝑥)。

𝑓 ′
+(𝑎) = lim

𝑥→𝑎+

(𝑥 − 𝑎)𝜑(𝑥) − 0
𝑥 − 𝑎

= lim
𝑥→𝑎+

𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑎).

𝑓 ′
−(𝑎) = lim

𝑥→𝑎−

|𝑥 − 𝑎|𝜑(𝑥) − 0
𝑥 − 𝑎

= lim
𝑥→𝑎+

−𝜑(𝑥) = −𝜑(𝑎).

故当且仅当 𝜑(𝑎) = 0 时，𝑓 ′(𝑎) 存在且为 0。

10. 𝑓(𝑥) 具有一阶连续导数，证明 𝐹(𝑥) = (1 + |sin 𝑥|)𝑓(𝑥) 在 𝑥 = 0 可导当且仅当 𝑓(0) = 0。

证明 𝐹(𝑥) 在 𝑥 = 0 可导，等价于存在极限

lim
𝑥→0

𝐹(𝑥) − 𝐹(0)
𝑥 − 0

= lim
𝑥→0

(1 + |sin 𝑥|)𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥

= lim
𝑥→0

[𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥

+ |sin 𝑥|𝑓(0)
𝑥

].

lim
𝑥→0+

[𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥

+ sin 𝑥𝑓(0)
𝑥

] = 𝑓 ′(0) + 𝑓(0).

lim
𝑥→0−

[𝑓(𝑥) − 𝑓(0)
𝑥

− sin 𝑥𝑓(0)
𝑥

] = 𝑓 ′(0) − 𝑓(0).

则 𝑓 ′(0) + 𝑓(0) = 𝑓 ′(0) − 𝑓(0) ⇒ 𝑓(0) = 0。

12. 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥) 在 𝑥 = 𝑎 可导，𝑓(𝑎) = 𝑔(𝑎)，𝑓 ′(𝑎) > 𝑔′(𝑎)。证明存在 𝛿 > 0，当 𝑥 ∈ (𝑎 −
𝛿, 𝑎)，𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥)。

证明 记 ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)。

ℎ′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) − 𝑔′(𝑥), ℎ′(𝑎) = 𝑓 ′(𝑎) − 𝑔′(𝑎) > 0.

由导数定义，∀𝜀 > 0，∃𝛿 > 0，使得当 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎)，

ℎ′
−(𝑎) = lim

𝑥→𝑎−

ℎ(𝑥) − ℎ(𝑎)
𝑥 − 𝑎

> 0.

因为 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎) 时 𝑥 − 𝑎 < 0，所以 ℎ(𝑥) − ℎ(𝑎) < 0，即
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ℎ(𝑥) < ℎ(𝑎) = 𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎) = 0.

即 𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥) 成立。

14. 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞
𝑥2𝑒𝑛(𝑥−1)+𝛼𝑥+𝛽

1+𝑒𝑛(𝑥−1) 。

i）𝑥 > 1，𝑒𝑥−1 > 1，𝑓(𝑥) = 𝑥2。

ii）𝑥 = 1，𝑒𝑥−1 = 1，𝑓(𝑥) = 𝑥2+𝛼𝑥+𝛽
2 。

iii）𝑥 < 1，𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥 + 𝛽。

由 𝑓(𝑥) 连续可导，

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 1 = 𝑓(1) = 1 + 𝛼 + 𝛽
2

= lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝛼 + 𝛽.

则 𝛼 + 𝛽 = 1。 而 𝑓 ′
+(1) = 𝛼，𝑓 ′

−(1) = 2，故 𝛼 = 2，𝛽 = −1。

𝑓 ′(𝑥) = {2𝑥𝑥 ≤ 1
𝛼 𝑥 > 1.
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