
线性代数第一次小测参考答案

第九节

一、给定线性方程组解的讨论与求解

方程组为： 

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 2;

−x1 + x3 + 3x4 + x5 = a;

x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 + 3x5 = 3;

3x1 + 2x2 + x3 − x4 + x5 = b.

对增广矩阵 A 进行初等行变换：

A =


1 1 1 1 1 2

−1 0 1 3 1 a

1 2 3 5 3 3

3 2 1 −1 1 b


r2+r1
r3−r1
r4−3r1−−−−→


1 1 1 1 1 2

0 1 2 4 2 a+ 2

0 1 2 4 2 1

0 −1 −2 −4 −2 b− 6


r3−r2
r4+r2−−−→


1 1 1 1 1 2

0 1 2 4 2 a+ 2

0 0 0 0 0 −a− 1

0 0 0 0 0 a+ b− 4


（1）当方程组有解时，必须满足系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩，即 r(A) = r(A)。由行阶梯

形矩阵可知，要使方程组有解，必须有：−a− 1 = 0

a+ b− 4 = 0
=⇒

a = −1

b = 5

因此，当 a = −1, b = 5 时，方程组有解。

（2）当 a = −1, b = 5 时，增广矩阵化为：
1 1 1 1 1 2

0 1 2 4 2 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 r1−r2−−−→


1 0 −1 −3 −1 1

0 1 2 4 2 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


对应的同解方程组为： x1 = 1 + x3 + 3x4 + x5

x2 = 1− 2x3 − 4x4 − 2x5
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令自由未知量 x3 = c1, x4 = c2, x5 = c3（其中 c1, c2, c3 为任意常数），则方程组的全部解为：

x1

x2

x3

x4

x5


=



1

1

0

0

0


+ c1



1

−2

1

0

0


+ c2



3

−4

0

1

0


+ c3



1

−2

0

0

1


, (c1, c2, c3 ∈ R)

二、计算 4 阶行列式

D4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 x 0 0

−x x2 − x x2 0

0 −x2 x3 − x2 x3

0 0 −x3 x4 − x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
从第 2 列、第 3 列、第 4 列中分别提取公因子 x, x2, x3：

D4 = x · x2 · x3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 1 0 0

−x x− 1 1 0

0 −x x− 1 1

0 0 −x x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x6∆4

对于 ∆4，按第一行展开：

∆4 = (x− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x− 1 1 0

−x x− 1 1

0 −x x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣− 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
−x 1 0

0 x− 1 1

0 −x x− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− 1)∆3 − (−x ·∆2) = (x− 1)∆3 + x∆2

依次计算低阶行列式：

∆1 = |x− 1| = x− 1

∆2 =

∣∣∣∣∣x− 1 1

−x x− 1

∣∣∣∣∣ = (x− 1)2 − (−x) = x2 − x+ 1

∆3 = (x− 1)∆2 + x∆1 = (x− 1)(x2 − x+ 1) + x(x− 1) = (x− 1)(x2 + 1) = x3 − x2 + x− 1

因此：

∆4 = (x− 1)(x3 − x2 + x− 1) + x(x2 − x+ 1)

= (x4 − 2x3 + 2x2 − 2x+ 1) + (x3 − x2 + x)

= x4 − x3 + x2 − x+ 1

最终：

D4 = x6(x4 − x3 + x2 − x+ 1) = x10 − x9 + x8 − x7 + x6
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第十节

一、考虑如下的线性方程组


x+ 2y + 3z = 1,

2x+ 3y + az = 3,

3x+ 4y + 5z = b.

对增广矩阵进行初等行变换：

A =


1 2 3 1

2 3 a 3

3 4 5 b

 r2−2r1
r3−3r1−−−−→


1 2 3 1

0 −1 a− 6 1

0 −2 −4 b− 3


r3−2r2−−−−→


1 2 3 1

0 −1 a− 6 1

0 0 8− 2a b− 5

 −r2−−→


1 2 3 1

0 1 6− a −1

0 0 8− 2a b− 5


分类讨论如下：（1）当 8− 2a ̸= 0即 a ̸= 4时，r(A) = r(A) = 3，方程组有唯一解。由回代得：

z =
b− 5

8− 2a

y = −1− (6− a)z = −1− (6− a)(b− 5)

8− 2a

x = 1− 2y − 3z = 3 + (9− 2a)z = 3 +
(9− 2a)(b− 5)

8− 2a

（2）当 8− 2a = 0 且 b− 5 = 0 时，即 a = 4, b = 5 时，r(A) = r(A) = 2 < 3，方程组有无穷

多解。此时增广矩阵化为：
1 2 3 1

0 1 2 −1

0 0 0 0

 r1−2r2−−−−→


1 0 −1 3

0 1 2 −1

0 0 0 0


令 z = c（c ∈ R），则全部解为：

x

y

z

 =


3

−1

0

+ c


1

−2

1

 , (c ∈ R)

（3）当 8− 2a = 0 且 b− 5 ̸= 0 时，即 a = 4, b ̸= 5 时，r(A) = 2 < r(A) = 3，方程组无解。

3



二、计算 n 阶行列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− a21 −a1a2 · · · −a1an

−a2a1 1− a22 · · · −a2an
... ... . . . ...

−ana1 −ana2 · · · 1− a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
采用加边法，在左上角加一个 1，右侧加一行 ai，下方加一列 0。由于新增的第一列只有左上

角为 1，其余为 0，按此列展开后与原行列式值相等：

Dn = An+1 :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

0 1− a21 −a1a2 · · · −a1an

0 −a2a1 1− a22 · · · −a2an
... ... ... . . . ...
0 −ana1 −ana2 · · · 1− a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
将第 1 行的 ai 倍加到第 i+ 1 行（i = 1, 2, . . . , n），可得：

An+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 a2 · · · an

a1 1 0 · · · 0

a2 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
an 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
利用爪形行列式求解，得：

Dn = 1−
n∑

i=1

a2i
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